
� 1. Êðèâûå íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü çàäàíà êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè:

x = x(t), y = y(t) (a 6 t 6 b). (1.1)

Åå êðèâèçíà k âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

k =
|ẋÿ − ẍẏ|
(ẋ2 + ẏ2)

3
2

.

Íàçîâåì êðóãîì êðèâèçíû êðèâîé â äàííîé òî÷êå M êðóã, êîòîðûé

1) êàñàåòñÿ êðèâîé â òî÷êå M (ò. å. èìååò ñ íåé îáùóþ êàñàòåëüíóþ â ýòîé

òî÷êå);

2) íàïðàâëåí âûïóêëîñòüþ âáëèçè òî÷êè M â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è êðèâàÿ;

3) èìååò òó æå êðèâèçíó, ÷òî è êðèâàÿ â òî÷êå M .

Åñëè êðèâàÿ çàäàíà óðàâíåíèÿìè (1.1), òî êîîðäèíàòû (ξ, η) öåíòðà êðóãà
êðèâèçíû âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè

ξ = x− ẋ2 + ẏ2

ẋÿ − ẍẏ
ẏ, η = y +

ẋ2 + ẏ2

ẋÿ − ẍẏ
ẋ. (1.2)

Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ êðèâèçíû äàííîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ åå ýâî-

ëþòîé.

Ïðèìåð 1. Íàéäåì ýâîëþòó ïàðáîëû y =
x2

2
. Ïî ôîðìóëàì (1.2) íàõîäèì

êîîðäèíàòû öåíòðà êðèâèçíû:

ξ = −x3, η = 1 +
3

2
x2.

Практические задания

Вначале документа приведены примеры решения практических заданий 
и список необходимых определений и формул. В конце приведены 
задания для самостоятельного решения (по вариантам). В задания 
включены стандартные задачи и задачи повышенной сложности 

(отмечены звездочкой). 
Обязательно необходимо решить стандартные задачи. 

Задачи в части «Дифференциальная геометрия» взяты в основном из 
задачников [6] и [7] и учебника [4].
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Ýòî è åñòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýâîëþòû ïàðàáîëû (ãäå x â ðîëè ïàðà-

ìåòðà). Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ óðàâíåíèé x, ïîëó÷àåì

ξ2 =
8

27
(η − 1)3.

Ìû âèäèì, ÷òî ýâîëþòîé ïàðàáîëû ñëóæèò ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà (ñäåëàéòå

÷åðòåæ!). �
Ïóñòü çàäàíà êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå

x = x(t), y = y(t), z = z(t), (a 6 t 6 b). (1.3)

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå

r = r(t), (a 6 t 6 b).

Êðèâàÿ ñ÷èòàåòñÿ ãëàäêîé, ò. å. ôóíêöèè x, y, z ñ÷èòàþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìû-
ìè íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ðàç (ìîæíî ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ôóíêöèè êëàññà
C∞).

Êðèâèçíà k è êðó÷åíèå κ êðèâîé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

k =
|r′ × r

′′ |
|r′|3

, k =
(r′, r

′′
, r′′′)

|r′ × r
′′ |2

. (1.4)

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèì êðèâèçíó è êðó÷åíèå êðèâîé

r(t) = (et,
√
2t, e−t).

Èìååì

r
′(t) = (et,

√
2,−e−t), r

′′
(t) = (et,

√
2, e−t), r

′′′(t) = (et, 0,−e−t). (1.5)

Îòñþäà ïî ôîðìóëàì (1.4) íàõîäèì

k =
1

2
√
2ch2 t

, κ =
1

2
√
2ch2 t

. (1.6)

�
Ââåäåì âåêòîðû

τ =
r′

|r′|
, β =

r′ × r
′′

|r′ × r
′′ |
, ν = β × τ. (1.7)

Îíè îáðàçóþò â êàæäîé òî÷êå êðèâîé òàê íàçûâàåìûé ðåïåð Ôðåíå. Âåêòîð τ
íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé, âåêòîðû ν è β � åäèíè÷íûå âåêòîðû ãëàâíîé íîð-

ìàëè è áèíîðìàëè ñîîòâåòñòâåííî.

Èìåþò ìåñòî ôîðìóëû Ôðåíå:
τ̇ = kν,

ν̇ = −kτ + κβ,

β̇ = −κν
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(â ïåðâîé ôîðìóëå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî k ̸= 0).

Ïðèìåð 3. Íàéäåì ðåïåð Ôðåíå êðèâîé èç ïðèìåðà 2 â òî÷êå t = 0. Íà
îñíîâàíèè ôîðìóë (1.5) è (1.7) ëåãêî íàõîäèì:

τ =
1√
6
(1,

√
2, 1), ν =

1

4
√
3
(2, 2

√
2,−6), β =

1

2
√
3
(2
√
2,−2, 0). �

Ôîðìóëû

k = k(s), κ = κ(s)

ãäå s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð (äëèíà äóãè) íàçûâàþòñÿ íàòóðàëüíûìè óðàâ-

íåíèÿìè êðèâîé.

Ïðèìåð 4. Íàéäåì íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé èç ïðèìåðà 2. Èìååì

s =

t∫
0

|r′(u)|du =

t∫
0

√
2 + e2u + e−2udu =

t∫
0

2ch u = 2 sh t.

Òàê êàê ch2 t = sh2 t+ 1, èç ôîðìóë (1.6) ïîëó÷àåì íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ

k = κ =

√
2

s2 + 4
. �

� 2. Ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü çàäàíà ïîâåðõíîñòü

r = r(u, v).

Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó

ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì ru è rv. Åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè

n =
ru × rv

|ru × rv|
.

Ýòîò âåêòîð îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî íàïðàâëåíèÿ. Âûáîð íà-

ïðàâëåíèÿ çàäàåò îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè.

Ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ôîðìà

ds2 = gijdx
idxj = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2,

ãäå

E = (ru, ru), F = (ru, ru), G = (rv, rv).

Ìàòðèöà ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

(gij) =

(
g11 g12
g21 g22

)
=

(
E F
F G

)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì

z = z(x, y),
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E =
1 + z2x

1 + z2x + z2y
, F =

zxzy
1 + z2x + z2y

, G =
1 + z2y

1 + z2x + z2y
.

Ïðèìåð 5. Íàéäåì ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáî-

ëîèäà

2z = x2 + y2.

Èìååì zx = x, zy = y, îòêóäà

ds2 = (1 + x2)dx2 + 2xydxdy + (1 + y2)dy2. �

Óãîë α ìåæäó êðèâûìè

u = u1(t), v = v1(t) è u = u2(t), v = v2(t)

â òî÷êå M , â êîòîðîé êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

cosα =
Eu̇1u̇2 + Fu̇1v̇2 + F v̇1u̇2 +Gv̇1v̇2√

Eu̇21 + 2Fu̇1v̇1 +Gv̇21
√
Eu̇22 + 2Fu̇2v̇2 +Gv̇22

.

Ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â òîé æå òî÷êå.

Ïëîùàäü îáëàñòè D íà ïîâåðõíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S(D) =

∫∫
D′

√
EG− F 2dudv,

ãäå D′ � ïðîîáðàç îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè (u, v).

Âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ôîðìà

Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2,

ãäå

L =
(ruu, ru, rv)

|ru × rv|
=

∣∣∣∣∣∣
xuu yuu zuu
xu yu zu
xv yv zv

∣∣∣∣∣∣
√
EG− F 2

,

M =
(ruv, ru, rv)

|ru × rv|
=

∣∣∣∣∣∣
xuv yuv zuv
xu yu zu
xv yv zv

∣∣∣∣∣∣
√
EG− F 2

,

N =
(rvv, ru, rv)

|ru × rv|
=

∣∣∣∣∣∣
xvv yvv zvv
xu yu zu
xv yv zv

∣∣∣∣∣∣
√
EG− F 2

.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì

z = z(x, y),
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L =
zxx√

1 + z2x + z2y

, M =
zxy√

1 + z2x + z2y

, N =
zyy√

1 + z2x + z2y

.

Ïðèìåð 6. Íàéäåì âòîðóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáî-

ëîèäà

2z = x2 + y2.

Èìååì
zx = x, zy = y, zxx = 1, zxy = 0, zyy = 1,

îòêóäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

dx2 + dy2√
1 + x2 + y2

. �

Íîðìàëüíûì ñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M íàçûâïàåòñÿ ëèíèÿ ïåðåñå-
÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè ñ ïðîèçâîüíîé ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íîðìàëü àê

ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M . Ïóñòü ν � îðò ãëàâíîé íîðìàëè íåêîòîðîãî íîðìàëü-

íîãî ñå÷åíèÿ â òî÷êå M . Êðèâèçíó òàêîãî ñå÷åíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç kn,
ñ÷èòàÿ, ÷òî kn > 0, åñëè ν = n è kn < 0, åñëè ν = −n. Ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî ëèáî ñóùåñòâóþò äâà âçàèìíî îðòîãíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ kn
ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ:

k1 = min kn, k2 = max kn,

ëèáî êðèâèçíà âñåõ íîðìàëüíûõ ñå÷åíèé îäèíàêîâà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå òî÷-

êà M íàçûââàåòñÿ îìáèëè÷åñêîé. Âåëè÷èíû k1 è k2 íàçûûâàþòñÿ ãëàâíûìè

êðèâèçíàìè ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M .

Åñëè íîðìàëüíîå ñå÷åíèå îáðàçóåò óãîë φ ñ ïåðâûì ãëàâíûì íàïðàâëåíèåì,

òî äëÿ êðèâèçíû ýòîãî ñå÷åíèÿ èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ýéëåðà:

kn = k1 cos
2 φ+ k2 sin

2 φ.

Ïðîçâåäåíèå ãëàâíûõ êðèâèçí

K = k1k2

íàçûâàåòñÿ ãàóññîâîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè, èõ ïîëóñóììà

H =
1

2
(k1 + k2)

� ñðåäíåé êðèâèçíîé.

Èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

K =
LN −M2

EG− F 2
, H =

EN − 2FM +GL

2(EG− F 2)
.

Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà êàê ãðàôèê ôóíêöèè

z = z(x, y),
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K =
zxxzyy − z2xy
(1 + z2x + z2y)

2
, H =

1

2

(1 + z2x)zxx − 2zxzyzxy + (1 + z2y)zyy

(1 + z2x + z2y)
3/2

. (2.1)

Òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ýëëèïòèò÷åñêîé, åñëè K > 0; ãèïåðáîëè-
÷åñêîé, åñëè K < 0; ïàðàáîëè÷åñêîé, åñëè K = 0,H ̸= 0; òî÷êîé óïëîùåíèÿ,

åñëè k = H = 0. Îìáèëè÷åñêèå òî÷êè õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì K = H2. è

ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà òî÷êè óïëîùåíèÿ è øàðîâûå òî÷êè, â êîòîðûõ K = H2 > 0.
Ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè âî âñåõ åå òî÷êàõ H = 0. Ïîâåðõ-
íîñòü íàçûâàåòñÿ ðàçâåðòûâàþùåéñÿ, åñëè âî âñåõ åå òî÷êàõ K = 0.

Ïðèìåð 7. Íàéäåì ãàóññîâó êðèâèçíó ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà

2z = x2 + y2.

Èìååì zx = x, zy = y, zxx = zyy = 1, zxy = 0, îòêóäà

K =
1

(1 + x2 + y2)2
.

Òàê êàê K > 0, âñå òî÷êè ýòîé ïîâåðõíîñòè � ýëëèïòè÷åñêèå. �
Ïðèìåð 8. Íàéäåì ñðåäíþþ êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

z = ln cos y − ln cosx.

Èìååì

zx = tg x zy = −tg x, zxx =
1

cos2 x
, zxy = 0, zyy = − 1

cos2 y
.

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.1), ïîëó÷àåì H = 0. Äàííàÿ ïîâåðõíîñòü � ìèíèìàëüíàÿ. �
Ëèíèÿ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ëèíèåé êðèâèçíû, åñëè â êàæäîé ñâîåé

òî÷êå îíà èìååò ãëàâíîå íàïðàâëåíèå. Ëèíèè êðèâèçíû îïðåäåëÿþòñÿ èç äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ∣∣∣∣∣∣
dv2 −dvdu du2

E G G

L N N

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Îáà ñåìåéñòâà êîîðäèíàòíûõ ëèíèé u = const è u = const ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè

êðèâèçíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = 0 è M = 0.

Ïóñòü (gij) � ìàòðèöà ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Ðàññìîòðèì òîãäà ìàò-
ðèöó (gij), îáðàòíóþ ê (gij):

giαg
αj = δji .

Òîãäà ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Γl
ik =

1

2
glj

(
∂gij
∂xk

+
∂gjk
∂xi

− ∂gik
∂xj

)
(ôîðìóëû Êðèñòîôôåëÿ).
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Çàïèøåì òå æå ôîðìóëû áîëåå ïîäðîáíî:
Γ1
11E + Γ2

11F =
1

2
Eu,

Γ1
11F + Γ2

11G = Fu − 1

2
Ev;

Γ1
11E + Γ2

11F =
1

2
Eu,

Γ1
11F + Γ2

11G = Fu − 1

2
Ev;

Γ1
11E + Γ2

11F =
1

2
Eu,

Γ1
11F + Γ2

11G = Fu − 1

2
Ev;

Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà êàê ãðàôèê ôóíêöèè

z = z(x, y),

òî ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
Γ1
11 =

zxzxx
1 + z2x + z2y

, Γ1
12 = Γ1

21 =
zxzxy

1 + z2x + z2y
, Γ1

22 =
zxzyy

1 + z2x + z2y
,

Γ2
11 =

zyzxx
1 + z2x + z2y

, Γ2
12 = Γ2

21 =
zyzxy

1 + z2x + z2y
, Γ2

22 =
zyzyy

1 + z2x + z2y
.

Ïðèìåð 9. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáî-

ëîèä (ñì. ïðèìåð 5)

2z = x2 + y2.

Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíûå:

zx = x, zy = y, zxx = 1, zxy = 0, zyy = 1.

Çíà÷èò,

Γ1
11 = Γ1

22 =
x

1 + x2 + y2
, Γ2

11 = Γ2
22 =

y

1 + x2 + y2
,

à Γ1
12 = Γ1

21 = Γ2
12 = Γ2

21 = 0 �.
Èìååò èìåñòî ôîðìóëà Ãàóññà

K =
LN −M2

EG− F 2
=

1

(EG− F 2)2

∣∣∣∣∣∣
E Eu Ev

F Fu Fv

G Gu Gv

∣∣∣∣∣∣−
− 1

2
√
EG− F 2

{(
Ev − Fu√
EG− F 2

)
v

−
(

Fv −Gu√
EG− F 2

)
u

}
è ôîðìóëû Ïåòåðñîíà�Êîäàööè

(EG− 2FF +GE)(Lv −Mu)− (EN − 2FM +GL)(Ev −Fu) +

∣∣∣∣∣∣
E Eu L
F Fu M
G Gu N

∣∣∣∣∣∣ = 0,
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(EG− 2FF +GE)(Lv −Mu)− (EN − FM +GL)(Fv −Gu) +

∣∣∣∣∣∣
E Ev L
F Fv M
G Gv N

∣∣∣∣∣∣ = 0,

Ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà êðèâîé r = r(t) íà ïîâåðõíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

kg =
1

|r′|3
(r′′, r′,n),

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîò íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü r = r(u, v) è u = u(t), v = v(t) � óðàâíåíèÿ êðèâîé â îêðåñòíîñòè ýòîé

òî÷êè.

Îáîçíà÷èì

A = Γ1
11u̇

2 + 2Γ1
12u̇v̇ + Γ1

22v̇
2,

B = Γ2
11u̇

2 + 2Γ2
12u̇v̇ + Γ2

22v̇
2.

Òîãäà äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû èìååì ôîðìóëó

kg =

√
EG− F 2

(Eu̇2 + 2Fu̇v̇ +Gv̇2)3/2
(üv̇ − v̈u̇+Av̇ −Bu̇).

Êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, åñëè â êàæäîé åå òî÷êå

ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ðàâíà íóëþ. Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé

u = u(t), v = v(t)

ïðè÷åì

ü+ Γ1
11u̇

2 + 2Γ1
12u̇v̇ + Γ1

22v̇
2 = 0,

v̈ + Γ2
11u̇

2 + 2Γ2
12u̇v̇ + Γ2

22v̇
2 = 0.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû êðèâàÿ áûëà ãåîäåçè÷åñêîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû åå ãëàâíàÿ íîðèìàëü â êàæäîé òî÷êå, ãäå êðèâèçíà îòëè÷íà îò íóëÿ,

ñîâïàäàëà ñ íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè.

×åðåç êàæäóþ òî÷êó íà ïîâåðõíîñòè â ëþáîì íàïðâëåíèè ìîæíî ïðîâåñòè

ãåîäåçè÷åñêóþ, ïðè÷åì ðîâíî îäíó.

� 3. Âåêòîðíûå è òåíçîðíûå ïîëÿ

Ñì. [3].

� 4. Òåíçîð êðèâèçíû

Òåêíçîð òèïà (3, 1) ñ êîîðäèíàòàìè

Rl
ijk =

∂Γl
jk

∂xi
− ∂Γl

ik

∂xj
+ Γs

jkΓ
l
is − Γs

ikΓ
l
js

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû.
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Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü â R3. Âñåãäà ìîæíî òàê âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäè-

íàò, ÷òî â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè ýòà ïîâåðõíîñòü áóäåò çàäàíà óðàâíåíèåì

z = z(x, y).

Äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà êðèâèçíû ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ(
R2

211 R2
212

R1
121 R1

122

)
= K ·

(
1 + z2x zxzy
zxzy 1 + z2y

)
= K ·

(
g11 g12
g21 g22

)
.

Çäåñü K � ãàóññîâà êðèâèçíà. Âñåãäà(
R2

211 R2
212

R1
121 R1

122

)
=

(
−R2

121 −R2
122

−R1
211 −R1

212

)
= K ·

(
g11 g12
g21 g22

)
. (4.1)

Îñòàëüíûå êîîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ. Êðîìå òîãî,

R1122 = R2211 = K det g, R1212 = R2121 = −K det g, (4.2)

îñòàëüíûå Rlijk = 0. Çäåñü det g = g11g22 − g212.
Ïðèìåð 8. Âû÷èñëèì òåíçîð êðèâèçíû ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà èç

ïðèìåðîâ 5, 6 è 7. Âû÷èñëåíèå ïî ôîðìóëàì (4.1) äàåò(
R2

211 R2
212

R1
121 R1

122

)
=

(
−R2

121 −R2
122

−R1
211 −R1

212

)
=

1

(1 + x2 + y2)2
·
(
1 + x2 xy
xy 1 + y2

)
.

Íàêîíåö, íà îñíîâàíèè (4.2) ïîëó÷àåì

R1122 = R2211 = −R1212 = −R2121 =
1

(1 + x2 + y2)
. �

Ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè. Âûðàæåíèÿ êîîîðäèíàò

òåíçîðà êðèâèçíû ÷åðåç ãàócñîâó êðèâèçíó è êîýôôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðà-

òè÷íîé ôîðìû çàäàþòñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè (4.1).

Ñîãëàñíî îáùåìó ïðàâèëó êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òåíçîðîâ (ñì.

[1], [2], [3]), êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ òåíçîðà êðèâèçíû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-

ìóëå

(∇mR)
l
ijk =

∂Rl
ijk

∂xm
+ Γl

mαR
α
ijk − Γα

miR
l
αjk − Γα

mjR
l
iαk − Γα

mkR
l
ijα.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 1

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó êðèâîé

x = a(cos t+ t sin t), y = a(sin t− t cos t).

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = et(4 cos t+ 3), y = 5et sin t, z = et(3 cos t− 4).

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

5x2 − 4xy + 2y2 + z2 = 24.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ

ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç
îäíó òî÷êó, òî ïîâåðõíîñòü åñòü ñôåðà èëè îáëàñòü íà ñôåðå.
Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

ds2 = du2 + cos2 u dv2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-

ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-
âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 3 èç [3]).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
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ÂÀÐÈÀÍÒ 2

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó òðàêòðèñû

x = −a
(
ln tg

t

2
+ cos t

)
, y = a sin t.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = 3ch t+ 4t, y = 5sh t, z = 4ch t− 3 t.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

5x2 − 4xy + 2y2 + 6z2 = 24.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ
ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç

îäíó ïðÿìóþ, òî ïîâåðõíîñòü åñòü ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ èëè îáëàñòü íà òàêîé

ïîâåðõíîñòè.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðèêîé

ds2 =
du2 + dv2

v2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-

ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-
ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-
âàðíèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 2 èç [3]).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 3

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó öèêëîèäû

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t).

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = et(3 cos t− 4), y = 5et sin t, z = et(4 cos t+ 3).

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

5x2 − 4xy + 2y2 − 48z = 24.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ

ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4*. Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

ds2 =
du2 + dv2

(u2 + v2 + c2)2

èìååò ïîñòîÿííóþ ãàóññîâó êðèâèçíó.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

ds2 = du2 + cos2 u dv2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-

ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-
ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-
âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 3 èç [3]).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 4

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó ãèïîöèêëîèäû

x = a(2 cos t+ cos 2t), y = a(2 sin t− sin 2t).

Çàäà÷à 2. Íà êðèâîé

x = t− sin t, y = 1− cos t, z = sin t

íàéäèòå êðèâèçíó è êðó÷åíèå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå, à òàêæå ðåïåð Ôðåíå ïðè
t = 0.
Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

5x2 − 4xy + 2y2 − 6z2 = 24.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ
ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4*. Äîêàæèòå òåîðåìó Êëåðî î ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïîâåðõíîñòÿõ âðà-

ùåíèÿ: ïðîèçâåäåíèå ðàäèóñà íà ñèíóñ óãëà, îáðàçóåìîãî ãåîäåçè÷åñêîé ñ ìåðè-

äèàíîì, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ,

r sinα = const.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðèêîé

ds2 =
du2 + dv2

v2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-
ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-

âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 2 èç [3]).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 5

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó ëîãàðèôèìè÷åñêîé ñïèðàëè

r = eφ.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = 13et cos t, y = et(5 sin t+ 12), z = et(12 sin t− 5).

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

5x2 − 4xy + 2y2 − z2 = 24.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ

ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4.* Äîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ ïåðâîé êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìîé

ds2 = (U(u) + V (v))(du2 + dv2)

(ýòè ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè Ëèóâèëëÿ) íàõîäÿòñÿ â êâàäðà-

òóðàõ.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

ds2 = du2 + cos2 u dv2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-
ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-

âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 3 èç [3]).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
Çàäà÷à 5. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl

ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 6

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó êðèâîé

x = a[2t cos t+ (t2 − 2) sin t], y = a[2t sin t− (t2 − 2) cos t].

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = 13ch t, y = 5sh t− 12t, z = 12sh t+ 5 t.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

5x2 − 4xy + 2y2 − 4z2 = 24.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ

ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1
èç [3]).
Çàäà÷à 5. Â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðèêîé

ds2 =
du2 + dv2

v2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-

ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-
âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 2 èç [3]).

Çàäà÷à 6*. Ïîñòðîéòå òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ íà òðåõ-

ìåðíîé ñôåðå S3.

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 7

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó öèññîèäû

y2(2a− x) = x3.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = 5et cos t, y = et(4 sin t+ 3), z = et(3 sin t− 4).

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

5x2 − 4xy + 2y2 − z2 + 24 = 0.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ

ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4*. Ñåòü ëèíèé íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ñåòüþ ×åáûøåâà , åñëè â
êàæäîì îáðàçîâàííîì åþ êðèâîëèíåéíîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû. Íàïðèìåð, íèòè êóñêà òêàíè, íàòÿíóòîãî

íà ïîâåðõíîñòü, îáðàçóþò íà íåé ÷åáûøåâñêóþ ñåòü.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ñåòè ×åáûøåâà íà ïîâåðõíîñòè S îäíî ñåìåéñòâî íèòåé

ñîñòîèò èç ãåîäåçè÷åñêèõ, òî ïîâåðõíîñòü S � ðàçâåðòûâàþùàÿñÿ.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

ds2 = du2 + cos2 u dv2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-

ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-
ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-
âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 3 èç [3]).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 8

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó àñòðîèäû

x = a cos3 t, y = a sin3 t.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = 5ch t+ 12t, y = 13sh t, z = 12ch t− 5 t.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

5x2 − 4xy + 2y2 − 6z2 + 24 = 0.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ

ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1
èç [3]).
Çàäà÷à 5. Â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðèêîé

ds2 =
du2 + dv2

v2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-

ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-
âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 2 èç [3]).

Çàäà÷à 6*. Ïîñòðîéòå ñåìü ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñå-

ìèìåðíîé ñôåðå S7.

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 5 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 9

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó êðèâîé

x = 2 cos t+ (2t+ 3) sin t, y = 2 sin t− (2t+ 3) cos t.

Çàäà÷à 2. Íà êðèâîé

x = 2t, y = ln t, z = t2 (t > 0)

íàéäèòå êðèâèçíó è êðó÷åíèå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå, à òàêæå ðåïåð Ôðåíå ïðè
t = 0.
Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

5x2 − 4xy + 2y2 − 4z2 + 24 = 0.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ
ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõ-

íîñòüþ âðàùåíèÿ, òî îíà ëèáî ïëîñêîñòü, ëèáî êàòåíîèä.
Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

ds2 = du2 + cos2 u dv2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-
ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-

âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 3 èç [3]).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 10

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó ýëëèïñà

x = a cos t, y = b sin t.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = 5ch t+ 12sh t, y = 13t, z = 12ch t− 5sh t.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

2x2 + 4xy − y2 + z2 = 12.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ

ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå òî÷êè ïîâåðõíîñòè � îìáèëè÷åñêèå, òî
ïîâåðõíîñòü åñòü îáëàñòü íà ñôåðå èëè íà ïëîñêîñòè.
Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðèêîé

ds2 =
du2 + dv2

v2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-
ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-

âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 2 èç [3]).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 11

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå ýâîëþòó ãèïåðáîëû

x = ach t, y = bsh t.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = et(4 cos t+ 3), y = 5et sin t, z = et(3 cos t− 4).

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

2x2 + 4xy − y2 + 2z2 = 12.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ

ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4*. Äîêàæèòå òåîðåìó Áåëüòðàìè�Ýííåïåðà: åñëè àñèìïòîòè÷å-

ñêèå ëèíèè ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ èìåþò â èõ îáùåé òî÷êå îòëè÷íûå îò íóëÿ

êðèâèçíû, òî îíè èìåþò ðàâíûå ïî âåëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó

êðó÷åíèÿ; àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êðó÷åíèÿ ðàâíà àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ ãàóñ-

ñîâîé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

ds2 = du2 + cos2 u dv2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-

ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-
âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 3 èç [3]).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 12

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó êðèâîé, çàäàííîé â ïîëÿðíûõ êîðäèíàòàõ

r =
√
2 + cosφ+ sinφ.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = 3ch t+ 4sh t, y = 5t, z = ch t− 3sh t.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

2x2 + 4xy − y2 + 3z2 = 12.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ
ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.
Çàäà÷à 4*. 1) Ïóñòü íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè â äâóõ òî÷êàõ ïðèæèìàåòñÿ

è íàòÿãèâàåòñÿ íåðàñòÿæèìàÿ íèòü. Â ðåçóëüòàòå íèòü çàéìåò ïîëîæåíèå íà

ïîâåðõíîñòè âäîëü íåêîòîðîé êðèâîé. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà êðèâàÿ � ãåîäåçè÷å-
ñêàÿ.

2) Ïóñòü ïî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè áåç òðåíèÿ ïåðåäâèãàåòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ

òî÷êà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òî÷êà èìååò íåêîòîðóþ ñêîðîñòü è ïðî-

äîëæàåò äâèæåíèå ïî èíåðöèè. Íèêàêèå âíåøíèå ñèëû íà òî÷êó íå äåéñòâóþò

(ìîæíî ýòî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê äâèæåíèå ìàëåíüêîãî ìàãíèòà ïî ãëàäêîé

æåëåçíîé ïîâåðõíîñòè). Äîêàæèòå, ëèíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè � ãåîäåçè÷åñêàÿ.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðèêîé

ds2 =
du2 + dv2

v2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-

ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-
âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 2 èç [3]).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-
èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 13

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó êðèâîé, çàäàííîé â ïîëÿðíûõ êîðäèíàòàõ

r =
√
2 + cosφ+ sinφ.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = et(5 cos t− 12t), y = 13et sin t, z = et(12 cos t+ 5t).

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

2x2 + 4xy − y2 − 2z2 = 12.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ

ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4*. Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â îêðåñòíîñòè òî÷å÷íîé ìàññû

èìååò âèä

ds2 =
ρ− 1

ρ
dt2 − ρ

ρ− 1
dρ2 − ρ2(dψ2 + cos2 ψdφ2).

Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé òðàåêòîðèè (ãåîäåçè÷åñêîé ñ
ds2 > 0), ëåæàùåé â ïëîñêîñòè ψ = 0; ðåøèòü åãî äëÿ ñëó÷àÿ êðóãîâîé îðáèòû

(ρ = const). Ïðè êàêèõ ρ êðóãîâàÿ îðáèòà âîçìîæíà? Êàêîâ ïåðèîä îáðàùåíèÿ

(ïî âðåìåíè t è ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè s ñïóòíèêà)?
Çà åäèíèöó äëèíû âçÿò ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ; åäèíèöà âðåìåíè âûáðàíà

òàê, ÷òîáû ñêîðîñòü ñâåòà c = 1.
Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

ds2 = du2 + cos2 u dv2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-

ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-
âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 3 èç [3]).
Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl

ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 14

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó êðèâîé, çàäàííîé â ïîëÿðíûõ êîðäèíàòàõ

r = a(1 + sinφ).

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = 7ch t+ 24sh t, y = 25t, z = 24ch t− 7sh t.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

2x2 + 4xy − y2 − 3z2 = 12.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ

ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4*. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìîé

ds2 = du2 + 2 cosωdudv + dv2.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðèêîé

ds2 =
du2 + dv2

v2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-

ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-
âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 2 èç [3]).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.

.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 15

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó êðèâîé, çàäàííîé â ïîëÿðíûõ êîðäèíàòàõ

r = a(1 + cosφ).

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = et(4 cos t+ 3 sin t), y = 5et, z = et(3 cos t− 4 sin t).

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

2x2 + 4xy − y2 + 24z = 12.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ

ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò âèä

ds2 = λ(du2 + dv2),

òî ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè

K = − 1

2λ
∆ln λ.

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

ds2 = du2 + cos2 u dv2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-
ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-

âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 3 èç [3]).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-
èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
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ÂÀÐÈÀÍÒ 16

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ýâîëþòó ãèïåðáîëû

xy = a2.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå íàòóðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

x = 7ch t+ 24t, y = 25sh t, z = 24ch t− 7 t.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

2x2 + 4xy − y2 + z2 = 12.

Íàéäèòå ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íàéäèòå òî÷êè, â êîòîðûõ

ãàóññîâà êðèâèçíà ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4*. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè åñëè êîîðäèíàòíàÿ ñåòü íà ïîâåðõíîñòè

ñîñòîèò èç ëèíèé êðèâèçíû, òî óðàâíåííèÿ Ïåòåðñîíà�Êîäàööè ïðèíèìàþò
âèä

Lv = HEv, Nu = HGu,

ãäå H � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè.
Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòå êîììóòàòîð [X,Y ] âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y (çàäà÷à 1

èç [3]).

Çàäà÷à 6. Â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ñ ìåòðèêîé

ds2 =
du2 + dv2

v2

íàéäèòå êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇XT òåíçîðíîãî ïîëÿ T òèïà (1, 1) â íà-
ïðàâëåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Îïðåäåëèòå êîîîðäèíàòû òåíçîðîâ S è R, ïî-

ëó÷åííûõ îïóñêàíèåì è ïîäíèìàíèåì èíäåêñîâ èç òåíçîðà T . Îïðåäåëèòå êî-
âàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇XS è ∇XR (çàäà÷à 2 èç [3]).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå êîìïîíåíòû Rl
ijk è Rlijk òåíçîðà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

èç çàäà÷è 3. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 8*. Âû÷èñëèòå òåíçîð êðèâèçíû èç çàäà÷è 6 è êîâàðèàíòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ ýòîãî òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ïîëÿ X.
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