
×àñòü 1. Áàçîâûå ôàêòû î òðåóãîëüíèêàõ è óãëàõ.
Ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ.

1. Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâ-
íà 180◦: ∠A + ∠B + ∠C = 180◦.

2. Âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà ðà-
âåí ñóììå äâóõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà,
íå ñìåæíûõ ñ íèì:
∠BCD = ∠A + ∠B.

Ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ.

1. Åñëè äâå ñòîðîíû è óãîë ìåæ-
äó íèìè îäíîãî òðåóãîëüíèêà ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû äâóì ñòîðîíàì è óãëó
ìåæäó íèìè äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî
òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

2. Åñëè ñòîðîíà è äâà ïðèëåæàùèõ
óãëà îäíîãî òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåí-
íî ðàâíû ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì
óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå
òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

3. Åñëè òðè ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëü-
íèêà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû òðåì ñòî-
ðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå
òðåóãîëüíèêè ðàâíû.
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Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê � òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî äâå ñòîðîíû
ðàâíû. Ýòè ñòîðîíû íàçûâàþòñÿ áîêîâûìè, à òðåòüÿ � îñíîâàíèåì.

1. Áèññåêòðèñà, ìåäèàíà è âû-
ñîòà, ïðîâåäåííûå ê îñíîâàíèþ,
ñîâïàäàþò.

2. Óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû:
∠A = ∠C.

Ñâîéñòâà è ïðèçíàêè ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ.

Òðè ñâîéñòâà: åñëè a ‖ b è c � ñåêó-
ùàÿ, òî
1. ∠1 = ∠2 (íàêðåñò ëåæàùèå)
2. ∠1 = ∠4 (ñîîòâåòñòâåííûå)
3. ∠1 + ∠3 = 180◦ (îäíîñòîðîííèå)

Òðè ïðèçíàêà: a ‖ b ïðè ñåêóùåé c,
åñëè:
1. ∠1 = ∠2 (íàêðåñò ëåæàùèå)
2. ∠1 = ∠4 (ñîîòâåòñòâåííûå)
3. ∠1 + ∠3 = 180◦ (îäíîñòîðîííèå)

Áèññåêòðèñû îäíîñòîðîííèõ óãëîâ ïðè ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
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Áèññåêòðèñû ñìåæíûõ óãëîâ âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû.

Òåîðåìà Ôàëåñà

Åñëè íà îäíîé èç ñòîðîí óãëà
îòëîæèòü ïîñëåäîâàòåëüíî îòðåç-
êè è ÷åðåç èõ êîíöû ïðîâåñòè ïà-
ðàëëåëüíûå ïðÿìûå, òî ýòè ïðÿ-
ìûå îòñåêóò íà âòîðîé ñòîðîíå óã-
ëà îòðåçêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå îò-
ðåçêàì íà ïåðâîé ñòîðîíå:

a

a′
=

b

b′
=

c

c′

1. Êàæäàÿ òî÷êà áèññåêòðèñû
óãëà ðàâíîóäàëåíà îò åãî ñòîðîí.

2. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè òî÷-
êà ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí óãëà,
òî îíà ëåæèò íà åãî áèññåêòðè-
ñå.
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Áèññåêòðèñà óãëà òðåóãîëüíèêà äå-
ëèò ïðîòèâîëåæàùóþ ñòîðîíó íà îò-
ðåçêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïðèëåæàùèì
ñòîðîíàì:

x

a
=

y

b
⇔ x

y
=

a

b

Ìåäèàíû â òðåóãîëüíèêå òî÷êîé
ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ â îòíîøåíèè
2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû:

AO : OA1 = BO : OB1 =

CO : OC1 = 2 : 1

Ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåí-
íàÿ èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà, ðàâíà
ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû:

BM =
1

2
AC = AM = MC

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àþòñÿ äâà ðàâ-
íîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà: 4ABM
è 4CBM .
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Ïðèçíàêè ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ.

Äâà òðåóãîëüíèêà íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè èõ óãëû ñîîòâåòñòâåííî
ðàâíû, à ñòîðîíû, ëåæàùèå ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ, îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó
ñ îäíèì è òåì æå êîýôôèöèåíòîì.

1. Åñëè äâå ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëü-
íèêà ïðîïîðöèîíàëüíû äâóì ñòîðîíàì
äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, à óãëû ìåæäó íè-
ìè ðàâíû, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ïî-
äîáíû.

2. Åñëè äâà óãëà îäíîãî òðåóãîëüíèêà
ðàâíû äâóì óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíè-
êà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

3. Åñëè òðè ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëü-
íèêà ïðîïîðöèîíàëüíû òðåì ñòîðîíàì
äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëü-
íèêè ïîäîáíû.

Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû äâóõ
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

1. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíè-
êà ïàðàëëåëüíà òðåòüåé ñòîðîíå:
A1C1 ‖ AC.

2. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà
ðàâíà ïîëîâèíå òðåòüåé ñòîðîíû:
A1C1 = 0, 5AC.

3. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíè-
êà îòñåêàåò îò òðåóãîëüíèêà ïîäîáíûé åìó òðåóãîëüíèê: 4A1BC1 ∼
4ABC.
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1. Âûñîòà èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà òðåóãîëüíèêà
äåëèò åãî íà äâà òðåóãîëüíèêà, ïîäîáíûõ èñõîäíîìó:

4ABC ∼ 4AHC ∼ 4BHC

2. Êâàäðàò âûñîòû èç ïðÿìîãî óãëà òðåóãîëüíèêà
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äëèí îòðåçêîâ, íà êîòîðûå îíà
äåëèò ãèïîòåíóçó:

CH2 = AH ·BH

Òåîðåìà Ïèôàãîðà

Êâàäðàò ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ
êàòåòîâ:

c2 = a2 + b2

Òåîðåìà êîñèíóñîâ

Êâàäðàò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðà-
âåí ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ
åãî ñòîðîí áåç óäâîåííîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ýòèõ ñòîðîí íà êîñèíóñ óãëà
ìåæäó íèìè:

c2 = a2 + b2 − 2ab · cos∠(a, b)
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1. Êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30◦, ðàâåí ïîëî-

âèíå ãèïîòåíóçû.

2. Åñëè êàòåò ðàâåí ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òî îí

ëåæèò ïðîòèâ óãëà 30◦.
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×àñòü 2. Áàçîâûå ôàêòû î ÷åòûðåõóãîëüíèêàõ è î
ïðàâèëüíîì øåñòèóãîëüíèêå.

Ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ ëþáîãî âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíà
360◦.

1. Åñëè ó âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà äâå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû, à äâå
äðóãèå íå ïàðàëëåëüíû, òî òàêîé ÷åòûðåõóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ òðàïåöè-
åé.
2. Åñëè ó âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïî-
ïàðíî ïàðàëëåëüíû, òî îí íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì.
3. Åñëè ó ïàðàëëåëîãðàììà âñå ñòîðîíû ðàâíû, òî îí íàçûâàåòñÿ ðîìáîì.
4. Åñëè ó ïàðàëëåëîãðàììà õîòÿ áû îäèí óãîë ïðÿìîé, òî îí íàçûâàåòñÿ
ïðÿìîóãîëüíèêîì.
5. Åñëè ó ðîìáà õîòÿ áû îäèí óãîë ïðÿìîé, òî îí íàçûâàåòñÿ êâàäðàòîì
ÈËÈ åñëè ó ïðÿìîóãîëüíèêà âñå ñòîðîíû ðàâíû, òî îí íàçûâàåòñÿ êâàä-
ðàòîì.
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Ïàðàëëåëîãðàìì - ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòî-
ðîíû ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû.

Ïðèçíàêè: ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïàðàë-
ëåëîãðàììîì, åñëè
1. ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïîïàðíî ðàâíû.
2. äâå ñòîðîíû ðàâíû è ïàðàëëåëüíû.
3. äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïî-
ïîëàì.

Ñâîéñòâà: ó ïàðàëëåëîãðàììà
1. ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïîïàðíî ðàâíû.
2. ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ïîïàðíî ðàâíû.

3. äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì.

ÁèññåêòðèñàAE ïàðàëëåëîãðàì-
ìà ABCD îòñåêàåò îò íåãî ðàâ-
íîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, òî åñòü
AB = BE è ∠BAE = ∠DAE =
∠BEA.

Ðîìá � ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû ðàâíû.
Ñîîòâåòñòâåííî, ðîìá îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ïàðàëëåëîãðàììà.

Ïðèçíàêè: ïàðàëëåëîãðàìì ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì, åñ-
ëè
1. äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
2. äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè åãî óãëîâ.

Ñâîéñòâà: ó ðîìáà
1. äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
2. äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè åãî óãëîâ.
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Ïðÿìîóãîëüíèê - ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî õîòÿ áû îäèí óãîë ïðÿ-
ìîé.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïðÿìîóãîëüíèê îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ïàðàëëåëî-
ãðàììà.

Ïðèçíàêè:
1. Åñëè ó âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà âñå
óãëû ïðÿìûå, òî îí ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíè-
êîì.
2. Åñëè ó ïàðàëëåëîãðàììà äèàãîíàëè ðàâ-
íû, òî îí ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì.

Ñâîéñòâî:
Äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû.

Êâàäðàò � ïðÿìîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû ðàâíû.
Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå: êâàäðàò � ýòî ðîìá, ó êîòîðîãî õîòÿ áû
îäèí óãîë ïðÿìîé.
Ñîîòâåòñòâåííî, êâàäðàò îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ïðÿìîóãîëüíèêà è
ðîìáà.

Ñâîéñòâà:
1. Âñå ñòîðîíû ðàâíû.
2. Âñå óãëû ïðÿìûå.
3. Äèàãîíàëè òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïî-
ëàì.
4. Äèàãîíàëè ðàâíû.
5. Äèàãîíàëè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
6. Äèàãîíàëè äåëÿò óãëû êâàäðàòà ïîïîëàì.
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Òðàïåöèÿ � âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî äâå ñòîðîíû ïà-
ðàëëåëüíû, à äâå äðóãèå íå ïàðàëëåëüíû.
Ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû íàçûâàþòñÿ îñíîâàíèÿìè, à äâå äðóãèå � áîêî-
âûìè.

Ñâîéñòâî:
Ñóììà óãëîâ ïðè áîêîâîé ñòîðîíå ðàâíà
180◦:
∠A + ∠B = ∠C + ∠D = 180◦.

Ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ � òðàïåöèÿ,
ó êîòîðîé áîêîâûå ñòîðîíû ðàâíû.

Åñëè ó òðàïåöèè:
1. óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû;
ÈËÈ
2. äèàãîíàëè ðàâíû,
òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííîé.

Ó ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû è äèàãîíàëè
ðàâíû.

Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû áîêîâûõ
ñòîðîí òðàïåöèè.

1. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ïà-
ðàëëåëüíà îñíîâàíèÿì òðàïåöèè.

2. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ðàâ-
íà ïîëóñóììå îñíîâàíèé:

MN =
1

2
(AD +BC)
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Ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê � ìíîãîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû
ðàâíû è âñå óãëû ðàâíû.

Âàæíûå ôàêòû:

1) Ïðàâèëüíûé (ðàâíîñòîðîííèé) òðåóãîëüíèê: âñå óãëû ðàâíû ïî 60◦.

2) Ïðàâèëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê � ýòî êâàäðàò.

3) Ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê: âñå óãëû ðàâíû ïî 120◦.

4) Åñëè ó ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà n óãëîâ (ñîîòâåòñòâåííî, è n

ñòîðîí), òî êàæäûé åãî óãîë ðàâåí
(n− 2) · 180◦

n
.

Ïîäðîáíåå î ïðàâèëüíîì øåñòè-
óãîëüíèêå:

1) Áîëüøèå äèàãîíàëè äåëÿò åãî
íà 6 ðàâíûõ ðàâíîñòîðîííèõ òðå-
óãîëüíèêîâ.
2) Áîëüøàÿ äèàãîíàëü â äâà ðà-

çà áîëüøå ñòîðîíû.
3) Öåíòðû âïèñàííîé è îïèñàí-

íîé îêðóæíîñòåé ñîâïàäàþò � ýòî
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áîëüøèõ äèà-
ãîíàëåé.
4) Ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíî-

ñòè ðàâåí ñòîðîíå.
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×àñòü 3. Òåîðåìû î ïëîùàäÿõ è ïåðèìåòðàõ
òðåóãîëüíèêîâ.

Ñðåäíèå ëèíèè òðåóãîëüíèêà ðàçáèâàþò åãî
íà ÷åòûðå ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà:

41 = 42 = 43 = 44

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ
ðàâíû:

S41 = S42 = S43 = S44

Ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî íà äâà
òðåóãîëüíèêà, ðàâíûõ ïî ïëîùàäè (ðàâíî-
âåëèêèõ):

S4ABD = S4CBD

Âñå òðè ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà äåëÿò åãî
íà øåñòü ðàâíîâåëèêèõ òðåóãîëüíèêîâ:

S4AOM = S4COM =

= S4COK = S4BOK =

= S4BON = S4AON
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Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ
îáùèé óãîë, îòíîñÿòñÿ êàê ïðîèçâåäå-
íèÿ ñòîðîí, îáðàçóþùèõ ýòîò óãîë:

S4ABC

S4AB′C ′
=

AB · AC
AB′ · AC ′

Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ îá-
ùóþ ñòîðîíó, îòíîñÿòñÿ êàê âûñîòû, ïðî-
âåäåííûå ê ýòîé ñòîðîíå:

S4ABC

S4ABC1

=
CH

C1H1

Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ
îáùóþ âûñîòó, îòíîñÿòñÿ êàê îñíîâà-
íèÿ, ê êîòîðûì ýòà âûñîòà ïðîâåäåíà:

S4ABC

S4ABC1

=
BC

BC1

2
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Åñëè ïðÿìûå p è q ïàðàëëåëüíû, òî

S4ABC = S4A1BC = S4A2BC

Îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïî-
äîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâ-
íî êâàäðàòó êîýôôèöèåí-
òà ïîäîáèÿ:

S4A1B1C1

S4ABC
= k2

Îòíîøåíèå ïåðèìåòðîâ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî êîýôôèöèåíòó
ïîäîáèÿ:

P4A1B1C1

P4ABC
= k

3
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1. Ôîðìóëà Ãåðîíà ïëîùàäè òðåóãîëüíè-

êà:

S4 =
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

2. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëóïðî-

èçâåäåíèþ îñíîâàíèÿ íà âûñîòó:

S4 =
a · ha

2

3. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëóïðîèçâåäåíèþ ñòîðîí íà ñèíóñ óãëà

ìåæäó íèìè:

S4 =
1

2
ab · sin∠(a, b)

4

1. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâå-

äåíèþ ïîëóïåðèìåòðà íà ðàäèóñ âïèñàí-

íîé îêðóæíîñòè:

S4 = p · r = a + b + c

2
· r

2. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâå-

äåíèþ òðåõ åãî ñòîðîí, äåëåííîìó íà ó÷åò-

âåðåííûé ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè:

abc
S4 =

4R
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×àñòü 4. Áàçîâûå òåîðåìû î ïëîùàäÿõ
÷åòûðåõóãîëüíèêîâ.

Ïëîùàäü âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà

� ðàâíà ïîëóïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëåé íà

ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

S =
1

2
d1d2 · sin∠(d1, d2)

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà

� ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñòîðîíû íà âûñîòó,

ïðîâåäåííóþ ê ýòîé ñòîðîíå:

S = a · ha

� ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñîñåäíèõ ñòîðîí íà

ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

S = ab · sin∠(a, b)

� ìîæíî èñêàòü ïî ôîðìóëå ïëîùàäè âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

1
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Ïëîùàäü ðîìáà

� ðàâíà ïîëóïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëåé (ñëåä-

ñòâèå ôîðìóëû äëÿ ïëîùàäè âûïóêëîãî ìíî-

ãîóãîëüíèêà):

S =
1

2
d1d2

� ìîæíî èñêàòü ïî ôîðìóëàì ïëîùàäè ïà-
ðàëëåëîãðàììà.

Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà

� ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åãî ñîñåäíèõ ñòîðîí:

S = ab

� ìîæíî èñêàòü ïî ôîðìóëå ïëîùàäè âûïóê-
ëîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Ïëîùàäü êâàäðàòà

� ðàâíà êâàäðàòó åãî ñòîðîíû:

S = a2

� ðàâíà ïîëîâèíå êâàäðàòà åãî äèàãîíàëè (ñëåäñòâèå

ôîðìóëû äëÿ ïëîùàäè ðîìáà):

S =
1

2
d 2

2

18



Ïëîùàäü òðàïåöèè

� ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïîëóñóììû

îñíîâàíèé íà âûñîòó:

S =
a + b

2
· h

� ìîæíî èñêàòü ïî ôîðìóëå ïëîùàäè
âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

3
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×àñòü 5. Òðèãîíîìåòðèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì
òðåóãîëüíèêå.

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå:

I Ñèíóñ îñòðîãî óãëà ðàâåí îòíîøåíèþ
ïðîòèâîëåæàùåãî êàòåòà ê ãèïîòåíóçå:

sinα =
a

c

I Êîñèíóñ îñòðîãî óãëà ðàâåí îòíîøåíèþ ïðèëåæàùåãî êàòåòà ê ãèïî-
òåíóçå:

cosα =
b

c
I Òàíãåíñ îñòðîãî óãëà ðàâåí îòíîøåíèþ ïðîòèâîëåæàùåãî êàòåòà ê

ïðèëåæàùåìó:

tgα =
a

b
I Êîòàíãåíñ îñòðîãî óãëà ðàâåí îòíîøåíèþ ïðèëåæàùåãî êàòåòà ê ïðî-

òèâîëåæàùåìó:

ctgα =
b

a
Âàæíûå ôîðìóëû:

sin2 α + cos2 α = 1 tgα · ctgα = 1

tgα =
sinα

cosα
ctgα =

cosα

sinα

1
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Âíåøíèé óãîë ìíîãîóãîëüíèêà � óãîë, ñìåæíûé ñ âíóòðåííèì óãëîì
ìíîãîóãîëüíèêà.

sinαâíåø = sinα

cosαâíåø = − cosα

tgαâíåø = − tgα

ctgαâíåø = − ctgα

Çàìå÷àíèå: Ñèíóñ è îñòðîãî, è òóïîãî óãëà � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Êîñèíóñ, òàíãåíñ è êîòàíãåíñ îñòðîãî óãëà � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à òó-
ïîãî óãëà � îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.
(îñòðûé óãîë: 0◦ < α < 90◦, òóïîé óãîë: 90◦ < α < 180◦)

Ïðèìåð:

1) Åñëè sin 30◦ = 0, 5, è ìû çíàåì, ÷òî 30◦+150◦ = 180◦, òî sin 150◦ = −0, 5;

2) Òàê êàê tg 45◦ = 1 è 45◦ + 135◦ = 180◦, òî tg 135◦ = −1.

2
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×àñòü 6. Òåîðåìû îá óãëàõ â îêðóæíîñòè.

� Öåíòðàëüíûé óãîë � ýòî óãîë, âåðøèíà êîòî-
ðîãî ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè. Îí ðàâåí
äóãå, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ.
� Âïèñàííûé óãîë � ýòî óãîë, âåðøèíà êîòîðî-

ãî ëåæèò íà îêðóæíîñòè, à ñòîðîíû åå ïåðåñåêà-
þò. Îí ðàâåí ïîëîâèíå äóãè, íà êîòîðóþ îïèðà-
åòñÿ.
� Öåíòðàëüíûé óãîë â äâà ðàçà áîëüøå âïè-

ñàííîãî óãëà, îïèðàþùåãîñÿ íà òó æå äóãó:

αö = 2αâ

Âïèñàííûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äèàìåòð,
ðàâåí 90◦.

� Ðàâíûå äóãè îêðóæíîñòè ñòÿãèâàþò ðàâíûå
õîðäû.

� Ðàâíûå õîðäû îêðóæíîñòè ñòÿãèâàþò ðàâíûå
äóãè.

^

AB=
^

CD ⇔ AB = CD

1
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Óãîë ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè îêðóæ-
íîñòè ðàâåí ïîëóñóììå äóã, çàêëþ÷åííûõ ìåæ-
äó íèìè:

α =
1

2

(
^

AB +
^

CD

)

Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ, ðàâåí ïîëîâèíå äóãè, çà-
êëþ÷åííîé ìåæäó íèìè (èëè ðàâåí âïèñàííî-
ìó óãëó, îïèðàþùåìóñÿ íà ýòó äóãó):

α =
1

2

^

AB= ∠ACB

Óãîë ìåæäó ñåêóùèìè, ïðîâåäåííûìè
èç îäíîé òî÷êè ê îêðóæíîñòè, ðàâåí
ïîëóðàçíîñòè äóã, çàêëþ÷åííûõ ìåæ-
äó íèìè:

α =
1

2

(
^

AB −
^

CD

)

2

23



� Åñëè ðàäèóñ ïåðïåíäèêóëÿðåí õîðäå, òî îí
äåëèò åå ïîïîëàì.
� Åñëè ðàäèóñ äåëèò õîðäó ïîïîëàì, òî îí åé
ïåðïåíäèêóëÿðåí.

OR ⊥ AB ⇔ OR äåëèò AB ïîïîëàì

� Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà ðàäèóñó, ïðîâåäåííîìó â òî÷êó êàñà-
íèÿ.
� Åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç êîíåö ðàäè-
óñà è ïåðïåíäèêóëÿðíà åìó, òî îíà ÿâëÿåòñÿ
êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè.

OK ⊥ a

3
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×àñòü 7. Òåîðåìû îá îòðåçêàõ â îêðóæíîñòè.

Êâàäðàò êàñàòåëüíîé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñå-

êóùåé íà åå âíåøíþþ ÷àñòü:

OA2 = OB ·OC

Äëÿ äàííîé îêðóæíîñòè ïðîèçâåäåíèå ñåêóùåé

íà åå âíåøíþþ ÷àñòü � âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ:

OA ·OB = OC ·OD

Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç

îäíîé òî÷êè ê îêðóæíîñòè, ðàâíû:

OA = OB

1
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Ïðîèçâåäåíèÿ îòðåçêîâ ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä ðàâ-

íû:

AO ·OC = BO ·OD

2
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×àñòü 8. Ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè â îêðóæíîñòè.

Åñëè OK � êàñàòåëüíàÿ, ãäå K � òî÷êà

êàñàíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ, OB � ñåêóùàÿ,

A èB � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ,

òî

4OAK ∼ 4OBK

(ñëåäñòâèå: êâàäðàò êàñàòåëüíîé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñåêóùåé íà åå
âíåøíþþ ÷àñòü)

Åñëè OA è OB � ñåêóùèå, ïåðåñåêàþ-

ùèå ïîâòîðíî îêðóæíîñòü â òî÷êàõ B1

è A1 ñîîòâåòñòâåííî, òî

4OAB ∼ 4OA1B1

(ñëåäñòâèå: äëÿ äàííîé îêðóæíîñòè ïðîèçâåäåíèå ñåêóùåé íà åå âíåø-
íþþ ÷àñòü � âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ)

Ïðè ïåðåñå÷åíèè õîðä â îêðóæíîñòè îáðàçóþòñÿ

äâå ïàðû ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ:

4ABC ∼ 4A1B1C

4AB1C ∼ 4A1BC

(ñëåäñòâèå: ïðîèçâåäåíèÿ îòðåçêîâ õîðä ðàâíû)

1
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×àñòü 9. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü.

Åñëè îêðóæíîñòü âïèñàíà â óãîë, òî åå
öåíòð ëåæèò íà áèññåêòðèñå ýòîãî óãëà.
Êàæäàÿ òî÷êà áèññåêòðèñû óãëà ðàâíî-
óäàëåíà îò åãî ñòîðîí.

LO − áèññåêòðèñà

OA = OB

Öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëü-
íèê, ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè áèññåêòðèñ óã-
ëîâ òðåóãîëüíèêà.
Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå òî÷êà êàñà-
íèÿ îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé òðåóãîëüíè-
êà íå ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèñ-
ñåêòðèñû ñî ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà.

� Åñëè â ÷åòûðåõóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü
îêðóæíîñòü, òî ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-
ðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíû.
� Åñëè ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí

÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíû, òî â íåãî ìîæíî
âïèñàòü îêðóæíîñòü.

a + c = b + d

�Öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè áèññåêòðèñ óãëîâ
÷åòûðåõóãîëüíèêà.

1
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� Öåíòð âïèñàííîé â ìíîãîóãîëüíèê îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïåðåñå÷å-
íèè áèññåêòðèñ óãëîâ.

� Åñëè â ïàðàëëåëîãðàìì ìîæíî âïèñàòü îêðóæ-
íîñòü, òî îí ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì. Öåíòð îêðóæíîñòè
ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè äèàãîíàëåé (ðèñ 1).

� Åñëè â ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü îêðóæ-
íîñòü, òî îí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì. Öåíòð îêðóæ-
íîñòè ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè äèàãîíàëåé (ðèñ 2).

2
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×àñòü 10. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü.

Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðå-
óãîëüíèêà, ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ñåðåäèí-
íûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì òðåóãîëü-
íèêà.
Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà íå
ïðîõîäèò ÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíóþ âåðøè-
íó òðåóãîëüíèêà.

Òåîðåìà ñèíóñîâ.

Îòíîøåíèå äëèíû ñòîðîíû òðåóãîëüíè-
êà ê ñèíóñó ïðîòèâîëåæàùåãî óãëà � âå-
ëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ äëÿ êàæäîãî òðåóãîëü-
íèêà è ðàâíà äâóì ðàäèóñàì îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòè:

a

sinα
=

b

sin β
=

c

sin γ
= 2R

1
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• Åñëè îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ìîæíî îïèñàòü
îêðóæíîñòü, òî ñóììà åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ óã-
ëîâ ðàâíà 180◦ (ðèñ 1):

γ + φ = 180◦

•Îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ìîæíî îïèñàòü îêðóæ-
íîñòü, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óòâåðæäåíèé:
� ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ γ è φ ðàâíà 180◦

(ðèñ 1);
� óãîë α ðàâåí óãëó β (ðèñ 2).

• Öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà ñå-
ðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ ê ñòîðîíàì ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà.

Öåíòð îïèñàííîé îêîëî âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà îêðóæíîñòè ëåæèò
íà ïåðåñå÷åíèè ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì.

1) Åñëè îêîëî ïàðàëëåëîãðàììà ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü, òî îí ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì.
Öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè äèàãîíàëåé.
2) Åñëè îêîëî ðîìáà ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü, òî îí ÿâëÿåòñÿ êâàäðà-
òîì.
Öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè äèàãîíàëåé.
3) Åñëè îêîëî òðàïåöèè ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîáåäðåííîé.

2
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×àñòü 11. Êðóòûå òåîðåìû.

Ñåðåäèíû M è N îñíîâàíèé òðàïåöèè,
òî÷êà O ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé è òî÷êà
P ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòî-
ðîí òðàïåöèè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà Âàðèíüîíà.

Ñåðåäèíû ñòîðîí âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïàðàë-
ëåëîãðàììà.
PMNK � ïàðàëëåëîãðàìì.

Òåîðåìà Ìåíåëàÿ.

Åñëè ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ñòîðî-
íû AB è BC â òî÷êàõ C1 è A1 ñî-
îòâåòñòâåííî, à òàêæå ïðîäîëæå-
íèå ñòîðîíû AC â òî÷êå B1, òî âû-
ïîëíåíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1

Êàê çàïîìíèòü ðàâåíñòâî? Åñëè ââåñòè òåðìèíîëîãèþ: âåðøèíû A,B,C
òðåóãîëüíèêà íàçûâàòü âåðøèíàìè, òî÷êè A1, B1, C1 � òî÷êàìè, òî äëÿ

êàæäîé äðîáè ðàáîòàåò ïðàâèëî �âåðøèíà-òî÷êà-òî÷êà-âåðøèíà�. Ïðî-

õîä ïî âñåì âåðøèíàì è òî÷êàì îñóùåñòâëÿåòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè,

â íàøåì ñëó÷àå � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
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Òåîðåìà ×åâû.

Åñëè AA1, BB1 è CC1 � ÷åâèàíû, ïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ â îäíîé òî÷êå, òî äëÿ íèõ âûïîëíåíî ñëå-
äóþùåå ñîîòíîøåíèå:

AB1

B1C
· CA1

A1B
· BC1

C1A
= 1

×åâèàíà � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó òðå-

óãîëüíèêà ñ òî÷êîé íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòî-

ðîíå.

Ìåòîä çàïîìèíàíèÿ äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ òàêîé æå, êàê è äëÿ òåîðåìû

Ìåíåëàÿ.

Òåîðåìà Âàí-Îáåëÿ.

Åñëè AA1, BB1 è CC1 � ÷åâèàíû, ïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ â îäíîé òî÷êå, òî äëÿ íèõ âûïîëíåíî ñëå-
äóþùåå ñîîòíîøåíèå:

CO

OC1
=

CA1

A1B
+

CB1

B1A

Òåîðåìà Ñòþàðòà.

p2 = a2 · x

x + y
+ b2 · y

x + y
− xy
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Ñâîéñòâî ðàäèêàëüíîé îñè.

MN � ëèíèÿ öåíòðîâ îêðóæ-
íîñòåé.
AB � ðàäèêàëüíàÿ îñü (ïðÿ-
ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷-
êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé).
OK1 = OK2 = OK3 = OK4

� îòðåçêè êàñàòåëüíûõ.

Ðàäèêàëüíàÿ îñü ïåðïåíäè-

êóëÿðíà ëèíèè öåíòðîâ îêðóæ-

íîñòåé. Îòðåçêè êàñàòåëü-

íûõ, ïðîâåäåííûõ èç ëþáîé

òî÷êè ðàäèêàëüíîé îñè ê îêðóæ-

íîñòÿì, ðàâíû.
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×àñòü 12. Âåêòîðû.

Åñëè A1 (x1; y1) è A2 (x2; y2),
O � ñåðåäèíà îòðåçêà A1A2,

òî âåðíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

A1A2 =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

O

(
x1 + x2

2
;
y1 + y2

2

)

Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà ñóììû âåêòîðîâ: îò-

ëîæèòü âåêòîð
−→
b îò êîíöà âåêòîðà−→a , òîãäà

−→a +
−→
b áóäåò ðàâåí âåêòîðó, íà÷àëî êîòîðî-

ãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì âåêòîðà −→a , à êîíåö

ñîâïàäàåò ñ êîíöîì âåêòîðà
−→
b .

Ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà ñóììû âåê-

òîðîâ: îòëîæèòü âåêòîð
−→
b îò íà÷àëà âåê-

òîðà −→a , ïîñòðîèòü íà äàííûõ âåêòîðàõ

ïàðàëëåëîãðàìì. Òîãäà −→a +
−→
b � âåêòîð,

ñîâïàäàþùèé ñ äèàãîíàëüþ ïàðàëëåëîãðàì-

ìà, íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì

âåêòîðîâ −→a è
−→
b .
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Ïóñòü äàíû òî÷êè A (x1; y1) è B (x2; y2).

Òîãäà âåêòîð
−→
AB èìååò êîîðäèíàòû:

−→
AB = {x2 − x1; y2 − y1}

Åñëè
−→
AB = {a, b}, òî åãî äëèíà âû÷èñëÿ-

åòñÿ ïî ôîðìóëå:

|
−→
AB| =

√
a2 + b2

Ïóñòü äàíû äâà âåêòîðà
−−−→
A1A2 = {x1; y1} è

−−−→
B1B2 = {x2; y2}.

Òîãäà ñóììà ýòèõ âåêòîðîâ èìååò êî-

îðäèíàòû:

−−−→
A1A2 +

−−−→
B1B2 = {x1 + x2; y1 + y2}

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî îäíîé èç

äâóõ ôîðìóë:(−−−→
A1A2 ,

−−−→
B1B2

)
= |
−−−→
A1A2| · |

−−−→
B1B2| · cos∠(

−−−→
A1A2,

−−−→
B1B2)(−−−→

A1A2 ,
−−−→
B1B2

)
= x1x2 + y1y2

(·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
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