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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðÿìîóãîëüíàÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ ïëàñòèíà ñ âûðåçîì èñïîëüçóåòñÿ êàê òåïëîîòâîäÿùèé ýëå-
ìåíò. Â óãëîâîì âûðåçå ïëàñòèíû (ãðàíèöû Γ2 è Γ3) ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê òåïëà. Ðàñïðåäå-
ëåíèå òåìïåðàòóðû T (x, y) ïî ïëîùàäè ïëàñòèíû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà:

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
= 0 (1)

Ðèñ. 1: Êîíôèãóðàöèÿ ïëàñòèíû

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðàñïðåäåëåíèå T (x, y).

2 Ïîñòðîåíèå ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè è òåñòîâûõ ïðè-

ìåðîâ

2.1 Ïîñòðîåíèå ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè

Èìååì çàäà÷ó âèäà:

∆u(x, y) = −f(x, y) (2)

u|Γ = φ(x, y) (3)

Çäåñü ∆u = uxx + uyy − îïåðàòîð Ëàïëàñà, óðàâíåíèå (2) − óðàâíåíèå Ïóàññîíà îòíî-
ñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u(x, y), ôóíêöèÿ f(x, y) èçâåñòíà, (3) − ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
ïåðâîãî ðîäà. Â íàøåì ñëó÷àå f(x, y) ≡ 0 è óðàâíåíèå (2) íàçûâàåòñÿ óðàâåíèåì Ëàïëàñà.
Çàäà÷à (2) , (3) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Äèðèõëå äëÿ óðàâåíèÿ Ïóàññîíà (Ëàïëàññà).

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Äèðèõëå âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì êîíå÷-

íûõ ðàçíîñòåé. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (2) âîçüì¼ì ïÿòèòî÷å÷íûé øàáëîí.

3

Olga
Выделение

Olga
Выделение

Olga
Выделение



Ðèñ. 2: Äâóìåðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêà è ïÿòèòî÷å÷íûé øàáëîí

Ïî êàæäîé èç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ââåä¼ì îïåðàòîðû âòîðîé ðàçíîñòíîé ïðî-
èçâîäíîé

Λ1[U ](xi, yj) =
Ui−1,j − 2Ui,j + Ui+1,j

h2
1

äëÿ i = 1, . . . , N1 − 1 è j = 0, . . . , N2 è

Λ2[U ](xi, yj) =
Ui,j−1 − 2Ui,j + Ui,j+1

h2
2

äëÿ i = 0, . . . , N1 è j = 1, . . . , N2 − 1.
Â êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êè ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè ïîñòðîèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

Λ1[U ] + Λ2[U ] = −F. (4)

Fi,j = f(xi, yi) − àïïðîêñèìàöèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2) â ñëó÷àå íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f . Â ðàçâ¼ðíóòîì âèäå óðàâíåíèå (4) èìååò âèä

Ui−1,j − 2Ui,j + Ui+1,j

h2
1

+
Ui,j−1 − 2Ui,j + Ui,j+1

h2
2

= −Fi,j.

Ïîñêîëüêó ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà, òî îíè íå íóæäàþòñÿ â àïïðîêñèìàöèè. Â
ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ui,0 = φ(xi), Ui,N2 = φ2(xi), i = 0, 1, . . . , N1,

U0,j = χ1(yj), UN1,j = χ2(yj), j = 0, 1, . . . , N2.

Ïîñòðîåííàÿ äèñêðåòíàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ïÿòèòî÷å÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé äëÿ çà-
äà÷è Äèðèõëå.
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2.2 Ïîñòðîåíèå ïåðâîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà

Íåîáõîäèìî ñòðîèòü òåñòîâûå ïðèìåðû, äëÿ òîãî ÷òîáû ìîæíî áûëî îöåíèòü êîððåêòíîñòü
ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òåñòîâûå ïðèìåðû áóäåì ñòðîèòü ïî èçâåñòíîìó òî÷-
íîìó ðåøåíèþ. Òî åñòü çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ u(x, y) è ãðàíèöû ïðÿìîóãîëüíîé
îáëàñòè a, b. Ïîëó÷èì ÿâíûì îáðàçîì ôóíêöèþ èñòî÷íèêà f(x, y) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Åñ-
ëè òî÷íîå ðåøåíèå è ïðèáëèæåííîå ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ áëèçêè, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ìåòîä è ïðîãðàììà ðàáîòàþò êîððåêòíî.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà âîçüì¼ì çàäà÷ó, â êîòîðîé ðåøåíèå áóäåò ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

u(x, y) =
8

π2
· sin πx

4
sin

πy

4
.

Íàéä¼ì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2):

u′
x =

8

π2
· π
4
cos

πx

4
sin

πy

4

u′′
xx = − 8

π2
· π

2

16
sin

πx

4
sin

πy

4

u′
y =

8

π2
· π
4
sin

πx

4
cos

πy

4

u′′
yy = − 8

π2
· π

2

16
sin

πx

4
sin

πy

4

f(x, y) = −∆u(x, y) = sin
πx

4
sin

πy

4
.

Ïóñòü íàøà îáëàñòü áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êâàäðàò 8 × 8 ñ âûðåçîì 4 × 4. Òîãäà
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u(0, y) = 0, 0 ≤ y < 4

u(x, 4) = 0, 0 ≤ x < 4

u(4, y) = 0, 4 ≤ y < 8

u(x, 8) = 0, 4 ≤ x < 8

u(8, y) = 0, 0 < y ≤ 8

u(x, 0) = 0, 0 < x ≤ 8

È çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä:

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

= − sin πx
4
sin πy

4
, 0 < x < 8, 0 < y < 8

u(0, y) = 0, 0 ≤ y < 4

u(x, 4) = 0, 0 ≤ x < 4

u(4, y) = 0, 4 ≤ y < 8

u(x, 8) = 0, 4 ≤ x < 8

u(8, y) = 0, 0 < y ≤ 8

u(x, 0) = 0, 0 < x ≤ 8

(5)

2.3 Ïîñòðîåíèå âòîðîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà

Â êà÷åñòâå âòîðîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà âîçüì¼ì çàäà÷ó, â êîòîðîé ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä

u(x, y) = e−x · sin (πy)

Íàéä¼ì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâåíåíèÿ (2):
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u′
x = −e−x · sin (πy)

u′′
xx = e−x · sin (πy)
u′
y = π · e−x · cos (πy)

u′′
yy = −π2 · e−x · sin (πy)

f(x, y) = −∆u(x, y) = e−x · sin (πy)(π2 − 1)

Íàøà îáëàñòü áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êâàäðàò 2× 2 ñ âûðåçîì 1× 1. Òîãäà ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ

u(0, y) = sin (πy), 0 ≤ y < 1

u(x, 1) = 0, 0 ≤ x < 1

u(1, y) = e−1 · sin (πy), 1 ≤ y < 2

u(x, 2) = 0, 1 ≤ x < 2

u(2, y) = e−2 · sin (πy), 0 < y ≤ 2

u(x, 0) = 0, 0 < x ≤ 2

Çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä:

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

= e−x · sin (πy)(1− π2), 0 < x < 2, 0 < y < 2

u(0, y) = sin (πy), 0 ≤ y < 1

u(x, 1) = 0, 0 ≤ x < 1

u(1, y) = e−1 · sin (πy), 1 ≤ y < 2

u(x, 2) = 0, 1 ≤ x < 2

u(2, y) = e−2 · sin (πy), 0 < y ≤ 2

u(x, 0) = 0, 0 < x ≤ 2

(6)

3 Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå

Êàê ñëåäóåò èç ðàçâ¼ðíóòîé çàïèñè óðàâíåíèÿ (4), ïðè áîëüøèõ N1 è N2 ìàòðèöà ïîëó÷àþ-
ùåéñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðàçðåæåííîé. Ïîýòîìó
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîííûå ìåòîäû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä Çåéäåëÿ. Òàê êàê ìåòîä ÿâëÿåòñÿ íåÿâíûì,
òî öåëåñîîáðàçíî íóìåðîâàòü òî÷êè ñåòêè òàê, ÷òîáû ìàòðèöà ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé
èìåëà íàèáîëåå ïðîñòîé âèä. Îäíèì èç òàêèõ ñïîñîáîâ ÿâëÿåòñÿ íóìåðàöèÿ òî÷åê ïî ðÿäàì,
íà÷èíàÿ ñ âûáðàííîé óãëîâîé ïðèãðàíè÷íîé òî÷êè. Åñëè çà íà÷àëî ïðèíÿòü òî÷êó (x1, y1)
è çàíóìåðîâàòü, íàïðèìåð òàê, êàê ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî â âèäå ìàòðèöû íà ðèñ. 3 (ïî
ãîðèçîíòàëüíûì ðÿäàì), òî äâóìåðíàÿ çàäà÷à ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îäíîìåðíàÿ.

Ðèñ. 3: Íóìåðàöèÿ óçëîâ ñåòêè
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà Çåéäåëÿ ïðèìåì çà îñíîâó íóìåðàöèþ, ïðèâåä¼ííóþ íà ðèñ. 3.
Òîãäà ïðè âû÷èñëåíèè î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ Ui,j çíà÷åíèÿ ñ èíäåêñàìè i+1 è j−1 áóäóò
èçâåñòíûìè (óæå âû÷èñëåíû èëè ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè), à çíà÷åíèÿ ñ èíäåêñàìè
i−1 è j+1 áåð¼ì ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Ïîýòîìó èìååì ñëåäóþùóþ çàïèñü ìåòîäà Çåéäåëÿ:

U
(k+1)
i+1,j − 2U

(k+1)
i,j + U

(k)
i−1,j

h2
1

+
U

(k+1)
i,j−1 − 2U

(k+1)
i,j + U

(k)
i,j+1

h2
2

= −Fi,j

Ïðèìåì h1 = h2 = h. Òîãäà ðàñ÷¼òíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ áóäåò èìåòü âèä:

U
(k+1)
i,j =

1

4
· (Fi,jh

2 + U
(k+1)
i+1,j + U

(k+1)
i,j−1 + U

(k)
i−1,j + U

(k)
i,j+1)

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îêîí÷àíèÿ áóäåò èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà

∥U (k+1) − U (k)∥1 ≤ ε

Öèêëû áóäóò îðãàíèçîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûðåç ïëàñòèíû áóäåò ïðîïóñêàòüñÿ.

3.1 Ðåøåíèå ïåðâîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà

Ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïåðâîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà (5), h = 0.5. Ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà Çåéäåëÿ ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ ε = 10−2 íàéäåíî çà 34 èòåðàöèè.

Ðèñ. 4: Òåìïåðàòóðíàÿ êàðòà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïåðâîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà

Ðèñ. 5: Òð¼õìåðíûé ãðàôèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïåðâîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà
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Ïðåäñòàâëåí ãðàôèê òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïî òåì æå óçëàì, ÷òî è ïðèáëèæ¼ííîå.

Ðèñ. 6: Òð¼õìåðíûé ãðàôèê òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïåðâîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà

Âèçóàëüíî ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò. Ïîñòðîèì ãðàôèê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ:

Ðèñ. 7: Òð¼õìåðíûé ãðàôèê ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïåðâîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà

Îáà ðåøåíèÿ ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ áëèçêè, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î êîððåêòíîñòè
ðàçíîñòíîé ñõåìû è ðåàëèçàöèè ìåòîäà Çåéäåëÿ.
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3.2 Ðåøåíèå âòîðîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà

Ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ âòîðîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà (6), h = 0.1. Ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà Çåéäåëÿ ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ ε = 10−2 íàéäåíî çà 49 èòåðàöèé.

Ðèñ. 8: Òåìïåðàòóðíàÿ êàðòà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ âòîðîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà

Ðèñ. 9: Òð¼õìåðíûé ãðàôèê ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ âòîðîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà

Ïðåäñòàâëåí ãðàôèê òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Ðèñ. 10: Òð¼õìåðíûé ãðàôèê òî÷íîãî ðåøåíèÿ âòîðîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà

Ïîñòðîèì ãðàôèê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ:
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Ðèñ. 11: Òð¼õìåðíûé ãðàôèê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ âòîðîãî òåñòîâîãî ïðè-
ìåðà

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, àíàëîãè÷íûé âûâîäó èç ïóíêòà 3.1.

3.3 Ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è

Ðåøàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ìåòîäîì Çåéäåëÿ áóäåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ÷òî è òåñòîâûå
ïðèìåðû. Íàõîäèòü ïîãðåøíîñòü áóäåì ïî ïðàâèëó Ðóíãå.

Ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è èç óñëîâèÿ (1), h = 1. Ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà Çåéäåëÿ ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ ε = 10−1 íàéäåíî çà 3697 èòåðàöèé.

Ðèñ. 12: Òåìïåðàòóðíàÿ êàðòà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
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Ðèñ. 13: Òð¼õìåðíûé ãðàôèê ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Õîðîøî âèäåí ìàêñèìóì ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåí èñòî÷íèêà òåïëà.
Âèäíî óáûâàíèå òåìïåðàòóðû îò ýòèõ ãðàíèö ê äðóãèì ãðàíèöàì îáëàñòè.

Ðàñïîëîæèì èñòî÷íèê òåïëà íà ãðàíèöàõ Γ5,Γ6 è ïîñìîòðèì íà ïîëó÷èâøååñÿ ðåøåíèå
ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ.

Ðèñ. 14: ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ èçìåí¼ííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Ñíîâà âèäåí ìàêñèìóì íà ãðàíèöàõ, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê, è óáûâàíèå òåì-
ïåðàòóðû ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ýòèõ ãðàíèö.
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Ïðåäñòàâëåí òð¼õìåðíûé ãðàôèê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðîèçâåäåíà íà îñíîâå ïðàâèëà Ðóíãå εhi,j =
|uh

i,j−u
h/2
i,j |

2p−1
, p = 2.

Ðèñ. 15: Òð¼õìåðíûé ãðàôèê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Âðåìÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ñ òî÷íîñòüþ ε = 10−1 − îêîëî 5 ìèíóò. Ýòî
î÷åíü äëèòåëüíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè è õî÷åòñÿ íàéòè ðåøåíèå ãîðàçäî áûñòðåå. Äëÿ ýòîãî
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå áûñòðûìè ïðîåêöèîííûìè ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñåòî÷-
íîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
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4 Ïðîåêöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå

Ìû ðåøàåì ÑËÀÓ Ax = b, ïðè÷¼ì, èñõîäÿ èç ñõåìû, A ∈ R
n×n è A = AT > 0. Ïîýòîìó

äëÿ òîãî ÷òîáû óñêîðèòü íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ìîæåì ïðèìåíÿòü ìåòîä
ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ (CG).

Ìåòîä óäîáåí òåì, ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè ÿâíî ôîðìèðîâàòü ìàòðèöó ñèñòåìû A. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ðåàëèçîâàòü ìåòîä, äîñòàòî÷íî óìåòü âû÷èñëÿòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû ñèñòåìû
íà ïðîèçâîëüíûé ìàññèâ, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè èç ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû

−
(
Ui−1,j − 2Ui,j + Ui+1,j

h2
1

+
Ui,j−1 − 2Ui,j + Ui,j+1

h2
2

)
= Fi,j.

Â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âñ¼ äîâîëüíî ïðîñòî: â êàæäîì âíóòðåííåì óçëå
çíà÷åíèå êîîðäèíàòû âåêòîðà b âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâîé ÷àñòè ïðèâåäåííîé ñèñòåìû, çíà÷åíèå
êîîðäèíàòû âåêòîðà Ax − ïî ëåâîé ÷àñòè.

Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íåíóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðåíîñÿò-
ñÿ â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé, òàêèì îáðàçîì èçìåíÿåòñÿ âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà b.
Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì ïðèãðàíè÷íûì óçëàì ñëåâà è ñïðàâà, èìåþò âèä

−
(
−2U1,j + U2,j

h2
1

+
U1,j−1 − 2U1,j + U1,j+1

h2
2

)
= F1,j +

g(0, yj)

h2
1

,

−
(
UN1−2,j − 2UN1−1,j

h2
1

+
UN1−1,j−1 − 2UN1−1,j + UN1−1,j+1

h2
2

)
= FN1−1,j +

g(X, yj)

h2
1

,

j = 2, . . . , N2 − 2.

Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì ïðèãðàíè÷íûì óçëàì ñíèçó è ñâåðõó, èìåþò
âèä

−
(
Ui−1,1 − 2Ui,1 + Ui+1,1

h2
1

+
−2Ui,1 + Ui,2

h2
2

)
= Fi,1 +

g(xi, 0)

h2
2

,

−
(
Ui−1,N2−1 − 2Ui,N2−1 + Ui+1,N2−1

h2
1

+
Ui,N2−2 − 2Ui,N2−1

h2
2

)
= Fi,N2−1 +

g(xi, Y )

h2
2

,

i = 2, . . . , N1 − 2.

Â óçëå ñåòêè (x1, y1) óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

−
(
−2U1,1 + U2,1

h2
1

+
−2U1,1 + U1,2

h2
2

)
= F1,1 +

g(0, y1)

h2
1

+
g(x1, 0)

h2
2

.

Â óçëàõ ñåòêè (x1, yN2−1), (xN1−1, y1), (xN1−1, yN2−1) óðàâíåíèÿ ìåíÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì.

Ïîñëå èçìåíåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû, å¼ ìîæíî ðåøàòü êàê ñèñòåìó äëÿ îäíîðîäíîé
çàäà÷è.

Ïðèâåä¼ì àëãîðèòì ìåòîäà ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ:
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Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (CG)

1: r0 := b− Ax0; p0 := r0
2: for j = 0, 1, 2, . . . do
3: α :=

(rj ,rj)

(Apj ,pj)

4: xj+1 := xj + αpj
5: rj+1 := rj − αApj
6: β :=

(rj+1,rj+1)

(rj ,rj)

7: pj+1 := rj+1 + βpj
8: if äîñòèãíóòà çàäàííàÿ òî÷íîñòü then

9: âûéòè èç öèêëà
10: end if

11: end for

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îêîí÷àíèÿ áóäåò èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà

∥U (k+1) − U (k)∥1 ≤ ε

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ U0 âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êàê è ïðè ðåøåíèè èòåðàöèîí-
íûìè ìåòîäàìè, âîçüì¼ì íóëåâîé âåêòîð.

Ðåøåíèÿ ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïîëó÷åíû è îíè ñîâïàäàþò ñ òåìè ðåøåíèÿìè,
êîòîðûå ïîëó÷åíû ìåòîäîì Çåéäåëÿ. Ïðèâåä¼ì ñâîäíóþ òàáëèöó ðåçóëüòàòîâ:

Çàäà÷à h ε Ìåòîä Çåéäåëÿ Ìåòîä CG

(5) 0.5 10−2 34 2

(6) 0.1 10−2 49 26

(1) 1 10−1 3697 213

Âèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà CG ïîçâîëèëî óñêîðèòü íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ äëÿ èñõîäíîé
çàäà÷è â 17 ðàç (ïî êîëè÷åñòâó èòåðàöèé).

5 Çàêëþ÷åíèå

Ìû ðàññìîòðåëè íåêîòîðûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè ñëîæíîé ôîðìû.
Â öåëîì, äëÿ òàêèõ çàäà÷ î÷åíü õîðîøî ïîäõîäèò èòåðàöèîííûé ìåòîä Çåéäåëÿ. Îäíàêî, êî-
ãäà òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ÷åòêèé ïîðòðåò ðåøåíèÿ, ìû óìåíüøàåì øàã è ñòàëêèâàåìñÿ ñ òåì,
÷òî ìåòîä Çåéäåëÿ íà÷èíàåò ñõîäèòñÿ î÷åíü ìåäëåííî. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ óñêîðåíèÿ íà-
õîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿþò äðóãèå ìåòîäû − ïðîåêöèîííûå. Îäèí èç ñàìûõ çíàìåíèòûõ
ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ − ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Îí îòëè÷íî ðåøàåò íàøó çàäà÷ó,
íàìíîãî áûñòðåå, ÷åì ýòî äåëàåò èòåðàöèîííûé ìåòîä. Îäíà èòåðàöèÿ ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà
ïî âû÷èñëèòåëüíîé òðóäî¼ìêîñòè ïðèáëèçèòåëüíî ñðàâíèìà ñ èòåðàöèåé ïî èòåðàöèîííîìó
ìåòîäó, ÷òî äà¼ò ÿâíîå ïðåèìóùåñòâî ïðè âûáîðå ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíîé çàäà÷è, â
êîòîðîé âîçíèêàåò ìàòðèöà ñèñòåìû áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.
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Приложение 
1. import numpy as np 
2. from matplotlib import pyplot as plt 
3. import seaborn as sns 
4.   
5. # Метод Зейделя 
6. # 1-ый тестовый пример 
7.   
8. A = 8 
9. B = 4 
10. C = 4 
11.   
12. def F(x, y): # правая часть 
13.     return np.sin(np.pi * x * 0.25) * np.sin(np.pi * y * 0.25) 
14.   
15. def seidel(eps = 10 ** (-2), h = 0.5): 
16.     vert_1 = int(C / h - 1.0) 
17.     vert_2 = int(B / h) 
18.     start_1 = 1 
19.     start_2 = int(0.5 * (A / h) + 1) 
20.     T = np.zeros((int((B + C) / h + 1), int(A // h + 1)))  
21.     T_ = np.copy(T)  # T_ - матрица-состояние на предыдущей итерации 
22.     it = 1 
23.     while True: 
24.         for i in reversed(range(T_.shape[0] - 1 - vert_1, T_.shape[0] - 1)): 
25.             for j in range(start_1, T_.shape[1] - 1): 
26.                 T[i][j] = 0.25 * (h ** 2 * F(j * h, (B + C - i) * h) + T[i][j - 1] + T[i + 1][j] + 

T_[i][j + 1] + T_[i - 1][j]) 
27.                  
28.         for i in reversed(range(1, vert_2 + 1)): 
29.             for j in range(start_2, T_.shape[1] - 1): 
30.                 T[i][j] = 0.25 * (h ** 2 * F(j * h, (B + C - i) * h) + T[i][j - 1] + T[i + 1][j] + 

T_[i][j + 1] + T_[i - 1][j]) 
31.                  
32.         if  np.linalg.norm(np.subtract(T, T_), ord = 1) < eps: 
33.             break 
34.         else: 
35.             it += 1 
36.             T_ = np.copy(T) 
37.              
38.     print('Количество итераций ', it) 
39.          
40.     return T 
41.   
42. # 2-ой тестовый пример 
43. # здесь матрица T инициализируется не нулевой матрицей, а матрицей-конфигурацией пластины 
44.   
45. A = 2 
46. B = 1 
47. C = 1 
48.   
49. def F(x, y): # правая часть 
50.     return np.exp(-x) * np.sin(np.pi * y) * (np.pi ** 2 - 1) 
51.   
52. def g(y): # граничные условия 
53.     return np.sin(np.pi * y) 
54.   
55. def initial(h = 0.1): 
56.     size_1 = int((B + C) / h + 1) 
57.     size_2 = int(A / h + 1) 
58.     mtx = np.zeros((size_1, size_2)) 
59.     for i in reversed(range(int(B / h + 1), size_1 - 1)): 
60.         mtx[i][0] = g(i * h) 
61.     for j in range(1, int((A / 2) / h + 1)): 
62.         mtx[int(B / h)][j] = 0 
63.     for i in reversed(range(1, int(B / h))): 
64.         mtx[i][int((A / 2) / h)] = g(i * h) / np.exp(1) 
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65.     for j in range(int((A / 2) / h + 1), size_2 - 1): 
66.         mtx[0][j] = 0 
67.     for i in range(1, size_1 - 1): 
68.         mtx[i][size_2 - 1] = g(i * h) / np.exp(2) 
69.     for j in range(1, size_2 - 1): 
70.         mtx[size_1 -1][j] = 0 
71.     return mtx 
72.   
73. # исходная задача 
74. # изменение в функции initial, отсутствует F(x, y) 
75.   
76. A = 150 
77. B = 75 
78. C = 45 
79. Gamma_1 = Gamma_4 = 28 # граничные условия 
80. Gamma_2 = Gamma_3 = 70 
81. Gamma_5 = Gamma_6 = 25 
82.   
83. def initial(h = 1): 
84.     size_1 = int((B + C) / h + 1) 
85.     size_2 = int(A / h + 1) 
86.     mtx = np.zeros((size_1, size_2)) 
87.     mtx[size_1 - 2 : int(B / h) : -1, 0] = Gamma_1 
88.     mtx[int(B / h), : int((A / 2) / h + 1)] = Gamma_2 
89.     mtx[int(B / h - 1) : : -1, int((A / 2) / h)] = Gamma_3 
90.     mtx[0, int((A / 2) / h + 1) : size_2 - 1] = Gamma_4 
91.     mtx[1 : size_1, size_2 - 1] = Gamma_5 
92.     mtx[size_1 - 1, 1 : size_2 - 1] = Gamma_6 
93.     mtx[size_1 - 1, 0] = mtx[0, size_2 - 1] = (Gamma_1 + Gamma_6) / 2 
94.     return mtx 
95.   
96. # Метод CG 
97. # 1-ый тестовый пример 
98.   
99. A = 8 
100. B = 4 
101. C = 4 
102. h = 0.5 
103.   
104. vert_1 = int(C / h - 1.) # сдвиги 
105. vert_2 = int(B / h) 
106. start_1 = 1 
107. start_2 = int(0.5 * (A / h) + 1.) 
108.   
109. def F(x, y): 
110.     return np.sin(np.pi * x * 0.25) * np.sin(np.pi * y * 0.25) 
111.   
112. def A_(P): # матрица системы, умноженная на матрицу-вектор P (A*P) 
113.     P_ = np.zeros((int((B + C) / h + 1), int(A / h + 1))) 
114.     for i in reversed(range(P.shape[0] - 1 - vert_1, P.shape[0] - 1)): 
115.         for j in range(start_1, P.shape[1] - 1): 
116.             P_[i][j] = (-1) * (h ** (-2)) * (P[i - 1][j] + P[i + 1][j] + P[i][j + 1] + P[i][j - 1] 

- 4 * P[i][j])  
117.   
118.     for i in reversed(range(1, vert_2 + 1)): 
119.         for j in range(start_2, P.shape[1] - 1): 
120.             P_[i][j] = (-1) * (h ** (-2)) * (P[i - 1][j] + P[i + 1][j] + P[i][j + 1] + P[i][j - 1] 

- 4 * P[i][j]) 
121.      
122.     return P_ 
123.   
124. def b(): # вектор b 
125.     mtx = np.zeros((int((B + C) / h + 1), int(A / h + 1))) 
126.     for i in reversed(range(mtx.shape[0] - 1 - vert_1, mtx.shape[0] - 1)): 
127.         for j in range(start_1, mtx.shape[1] - 1): 
128.             mtx[i][j] = F(i * h, j * h)  
129.   
130.     for i in reversed(range(1, vert_2 + 1)): 
131.         for j in range(start_2, mtx.shape[1] - 1): 
132.             mtx[i][j] = F(i * h, j * h) 
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133.      
134.     return mtx 
135.   
136. def CG(eps = 10 ** (-2)): 
137.     T = np.zeros((int((B + C) / h + 1), int(A / h + 1))) 
138.     T_ = np.copy(T) 
139.     r0 = b() 
140.     p = np.copy(r0) 
141.     it = 1 
142.     while True: 
143.         tmp = A_(p) 
144.         alp = np.sum(r0 * r0) / np.sum(tmp * p) 
145.         T = T_ +  alp * p 
146.         r = r0 - alp * tmp 
147.         bett = np.sum(r * r) / np.sum(r0 * r0)  
148.         p = r + bett * p 
149.          
150.         if  np.linalg.norm(np.subtract(T, T_), ord = 1) < eps: 
151.             break 
152.         else: 
153.             it += 1 
154.             T_ = np.copy(T) 
155.             r0 = np.copy(r) 
156.      
157.     print('Количество итераций ', it) 
158.          
159.     return T 
160.   
161. # 2-ой тестовый пример 
162. # изменения: матрица T инициализируется не нулевой матрицей, а матрицей-конфигурацией пластины, 
163. # поскольку появляются ненулевые граничные условия, то изменяется функция b() 
164.   
165. A = 2 
166. B = 1 
167. C = 1 
168. h = 0.1 
169. vert_1 = int(C / h - 1.)  
170. vert_2 = int(B / h) 
171. start_1 = 1 
172. start_2 = int(0.5 * (A / h) + 1.) 
173.   
174. def g(y): 
175.     return np.sin(np.pi * y) 
176.   
177. def F(x, y): 
178.     return np.exp(-x) * np.sin(np.pi * y) * (np.pi ** 2 - 1) 
179.   
180. def initial(h = 0.1): 
181.     size_1 = int((B + C) / h + 1) 
182.     size_2 = int(A / h + 1) 
183.     mtx = np.zeros((size_1, size_2)) 
184.     for i in reversed(range(int(B / h + 1), size_1 - 1)): 
185.         mtx[i][0] = g(i * h) 
186.     for j in range(1, int((A / 2) / h + 1)): 
187.         mtx[int(B / h)][j] = 0 
188.     for i in reversed(range(1, int(B / h))): 
189.         mtx[i][int((A / 2) / h)] = g(i * h) / np.exp(1) 
190.     for j in range(int((A / 2) / h + 1), size_2 - 1): 
191.         mtx[0][j] = 0 
192.     for i in range(1, size_1 - 1): 
193.         mtx[i][size_2 - 1] = g(i * h) / np.exp(2) 
194.     for j in range(1, size_2 - 1): 
195.         mtx[size_1 -1][j] = 0 
196.     return mtx 
197.   
198. def b(): 
199.     mtx = np.zeros((int((B + C) / h + 1), int(A / h + 1))) 
200.     for i in reversed(range(mtx.shape[0] - 1 - vert_1, mtx.shape[0] - 1)): 
201.         for j in range(start_1, mtx.shape[1] - 1): 
202.             if j == start_1: 
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203.                 mtx[i][j] = F(j * h, i * h) + g(i * h) / h ** 2 
204.             elif j == mtx.shape[1] - 2: 
205.                 mtx[i][j] = F(j * h, i * h) + np.exp(-2) * g(i * h) / h ** 2 
206.             else: 
207.                 mtx[i][j] = F(j * h, i * h) 
208.   
209.     for i in reversed(range(1, vert_2 + 1)): 
210.         for j in range(start_2, mtx.shape[1] - 1): 
211.             if j == start_2: 
212.                 mtx[i][j] = F(j * h, i * h) + np.exp(-1) * g(i * h) / h ** 2 
213.             elif j == mtx.shape[1] - 2: 
214.                 mtx[i][j] = F(j * h, i * h) + np.exp(-2) * g(i * h) / h ** 2 
215.             else: 
216.                 mtx[i][j] = F(j * h, i * h) 
217.      
218.     return mtx 
219.   
220. # исходная задача 
221. # изменение в функции initial, отсутствует F(x, y), изменние в функции b(), поскольку все 

граничные условия ненулевые 
222.   
223. A = 150 
224. B = 75 
225. C = 45 
226. Gamma_1 = Gamma_4 = 28 # граничные условия 
227. Gamma_2 = Gamma_3 = 70 
228. Gamma_5 = Gamma_6 = 25 
229. h = 1 
230.   
231. vert_1 = int(C / h - 1.) 
232. vert_2 = int(B / h) 
233. start_1 = 1 
234. start_2 = int(0.5 * (A / h) + 1.) 
235.   
236. def initial(): 
237.     size_1 = int((B + C) / h + 1) 
238.     size_2 = int(A / h + 1) 
239.     mtx = np.zeros((size_1, size_2)) 
240.     mtx[size_1 - 2 : int(B / h) : -1, 0] = Gamma_1 
241.     mtx[int(B / h), : int((A / 2) / h + 1)] = Gamma_2 
242.     mtx[int(B / h - 1) : : -1, int((A / 2) / h)] = Gamma_3 
243.     mtx[0, int((A / 2) / h + 1) : size_2 - 1] = Gamma_4 
244.     mtx[1 : size_1, size_2 - 1] = Gamma_5 
245.     mtx[size_1 - 1, 1 : size_2 - 1] = Gamma_6 
246.     mtx[size_1 - 1, 0] = mtx[0, size_2 - 1] = (Gamma_1 + Gamma_6) / 2 
247.     return mtx 
248.   
249. def b(): 
250.     mtx = np.zeros((int((B + C) / h + 1), int(A / h + 1))) 
251.     for i in reversed(range(mtx.shape[0] - 1 - vert_1, mtx.shape[0] - 1)): 
252.         for j in range(start_1, mtx.shape[1] - 1): 
253.             if j == start_1 and i == mtx.shape[0] - 2: 
254.                 mtx[i][j] = (Gamma_1 + Gamma_6) / h ** 2 
255.             elif j == start_1 and i == mtx.shape[0] - vert_1 - 1: 
256.                 mtx[i][j] = (Gamma_1 + Gamma_2) / h ** 2 
257.             elif j == mtx.shape[1] - 2 and i == mtx.shape[0] - 2: 
258.                 mtx[i][j] = (Gamma_6 + Gamma_5) / h ** 2 
259.             elif i == mtx.shape[0] - 2: 
260.                 mtx[i][j] = Gamma_6 / h ** 2 
261.             elif i == mtx.shape[0] - vert_1 - 1 and j < start_2: 
262.                 mtx[i][j] = Gamma_2 / h ** 2 
263.             elif j == start_1: 
264.                 mtx[i][j] = Gamma_1 / h ** 2 
265.             elif j == mtx.shape[1] - 2: 
266.                 mtx[i][j] = Gamma_5 / h ** 2 
267.             else: 
268.                 mtx[i][j] = 0 
269.   
270.     for i in reversed(range(1, vert_2 + 1)): 
271.         for j in range(start_2, mtx.shape[1] - 1): 
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272.             if j == start_2 and i == 1: 
273.                 mtx[i][j] = (Gamma_3 + Gamma_4) / h ** 2 
274.             elif j == mtx.shape[1] - 2 and i == 1: 
275.                 mtx[i][j] = (Gamma_4 + Gamma_5) / h ** 2 
276.             elif i == 1: 
277.                 mtx[i][j] = Gamma_4 / h ** 2 
278.             elif j == start_2: 
279.                 mtx[i][j] = Gamma_3 / h ** 2 
280.             elif j == mtx.shape[1] - 2: 
281.                 mtx[i][j] = Gamma_5 / h ** 2 
282.             else: 
283.                 mtx[i][j] = 0 
284.      
285.     return mtx 

 


