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Çàäàíèå 12. Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå

Ó÷åáíûå çàäà÷è

Îâëàäåòü òåðìèíàìè: ñëåäîâàíèå âûñêàçûâàòåëüíûõ ôîðì;

ðàâíîñèëüíîñòü âûñêàçûâàòåëüíûõ ôîðì.

Íàó÷èòüñÿ: äîêàçûâàòü ñëåäîâàíèå â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ; îï-

ðîâåðãàòü ñëåäîâàíèå â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ; äîêàçûâàòü è îïðî-

âåðãàòü ðàâíîñèëüíîñòü âûñêàçûâàòåëüíûõ ôîðì â ïðîñòåéøèõ

ñëó÷àÿõ .

Òåêñò äëÿ ÷òåíèÿ

12.1. Ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ. Ïóñòü P (x) è Q(x)
� âûñêàçûâàòåëüíûå ôîðìû ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x. Ãî-
âîðÿò, ÷òî èç âûñêàçûâàòåëüíîé ôîðìû P (x) ñëåäóåò ôîðìà Q(x),
åñëè ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé x, ïðè êîòîðîì P (x) ñòà-

íîâèòñÿ èñòèííûì âûñêàçûâàíèåì, âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà Q(x)
òàêæå ñòàíîâèòñÿ èñòèííûì âûñêàçûâàíèåì. Îáîçíà÷åíèå:

P (x) ⇒ Q(x).

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà Q(x)
ñëåäóåò èç âûñêàçûâàòåëüíîé ôîðìû P (x), à òàêæå, ÷òî âûñêàçû-
âàòåëüíàÿ ôîðìà Q(x) åñòü ñëåäñòâèå èç âûñêàçûâàòåëüíîé ôîð-

ìû P (x).

Ïðèìåðû. 1. Ïîêàæåì, ÷òî

x2 − 5x− 14 6 0 ⇒ 7 + 3x > 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè −2 6 x 6 7. Âòîðîå
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè x > −2 1

3
. Ïîíÿòíî, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ïåðâîãî

íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âòîðîãî:

-
−2 0 2 4 6 7

-
−2 0 2 4 6
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2. Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî1.

(x− 2)(x− 4)

x+ 3
> 0 íå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà x2 − 6x+ 8 > 0.

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî íå ñëåäóåò
èç âòîðîãî, äîñòàòî÷íî íàéòè õîòÿ áû îäíî òàêîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x, ïðè
êîòîðîì âòîðîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, íî ïåðâîå � íå âûïîëíåíî.

Ïåðâûé ñïîñîá. Âèäèì: ïåðâîå íåðàâåíñòâî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî
àáñîëþòíîå âåëè÷èíå îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé x íå áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ, ïîñêîëüêó îáå ñêîáêè ÷èñëèòåëÿ äðîáè

(x− 2)(x− 4)

x+ 3

è åå çíàìåíàòåëü îêàæóòñÿ îòðèöàòåëüíûìè. Â òî æå âðåìÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ
ïåðåìåííîé x áóäåò âûïîëíåíî, òàê êàê êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ñâîè îòðèöà-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò òîëüêî ìåæäó êîðíÿìè. Ïîäõîäÿùèì çíà÷åíèåì
ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, x = −10: (−10)2 − 6(−10) + 8 = 100 + 60 + 8 > 0, íî

(−10− 2)(−10− 4)

−10 + 3
< 0.

Âòîðîé ñïîñîá. Ðåøèì îáà íåðàâåíñòâà è íàéäåì òàêîå ðåøåíèå âòîðîãî
íåðàâåíñòâà, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïåðâîãî.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ðåøèì ìåòîäîì èíòåðâàëîâ. Äëÿ ýòîãî íà ÷èñëîâóþ îñü
íàíåñåì òî÷êè, â êîòîðûõ äðîáü

(x− 2)(x− 4)

x+ 3

èçìåíÿåò ñâîé çíàê. Ýòî òî÷êè −3, 2, è 4. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x âîçðàñòåò îò
÷èñëà, ìåíüøåãî −3 äî ÷èñëà áîëüøåãî −3, òî çíàìåíàòåëü èçìåíèò ñâîé çíàê
ñ � − � íà � + �. Àíàëîãè÷íî, ÷èñëèòåëü èçìåíèò ñâîé çíàê, åñëè x âîçðàñòåò îò
÷èñëà ìåíüøåãî 2 äî ÷èñëà áîëüøåãî 2, íî ìåíüøåãî, ÷åì 4, èëè æå îò ÷èñëà
ìåíüøåãî 4, (íî áîëüøåãî, ÷åì 2) äî ÷èñëà áîëüøåãî 4.

Òåïåðü ïðèäàäèì x ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò òî÷åê èçìåíåíèÿ
çíàêà (îò −3, 2, 4) è óäîáíîå äëÿ îöåíêè çíàêà äðîáè. Íàïðèìåð, âîçüìåì

1Â ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ è çàäà÷àõ ðåäêî âñòå÷àþòñÿ âûñêàçûâà-
òåëüíûå ôîðìû âîîáùå. Îáû÷íî èìåþò äåëî ñ ÷àñòíûìè âèäàìè âûñêàçûâà-
òåëüíûõ ôîðì: óðàâíåíèÿìè, íåðàâåíñòâàìè, ñèñòåìàìè óðàâíåíèé, ñèñòåìû
íåðàâåíñòâ è ò. ä. Ïîýòîìó îáû÷íî ãîâîðÿò î òîì, ÷òî íåêîòîðîå óðàâíåíèå ñëå-
äóåò èç äðóãîãî, íåêîòîðîå óðàâíåíèå ñëåäóåò èç äàííîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ è
ò. ï.



Çàäàíèå 12. Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå 72

x = 5. Âèäíî, ÷òî ïðè ýòîì çíà÷åíèè êàæäàÿ èç ñêîáîê ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíà-
òåëü ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó âñÿ äðîáü ïðèíèìàåò ïîëî-
æèòåëüíîå çíà÷åíèå. Îñòàåòñÿ êàêèì-ëèáî îáðàçîì ïîêàçàòü íà ðèñóíêå çíàê,
êîòîðûé èìååò íàøà äðîáü íà òîì èëè èíîì ó÷àñòêå ÷èñëîâîé ïðèÿìîé. Ìîæíî,
íàïðèìåð, ýòî ñäåëàòü òàê:

-
−3 2 4−

+

−

+
◦

èëè c ïîìîùüþ ëèíèè, ÷àñòü êîòîðîé âûøå ÷èñëîâîé îñè èëè íèæå åå, â çàâè-
ñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç çíàêîâ � + � èëè � − � èìååò íàøà äðîáü:

-
−3 2 4
◦

Èçîáðàçèì òàêæå ðåøåíèå âòîðîãî (êâàäðàòè÷íîãî) íåðàâåíñòâà:

-
2 4

Âèäíî, ÷òî èìåþòñÿ ÷èñëà, íàïðèìåð, −4, â êîòîðûõ âòîðîå íåðàâåíñòâî
èñòèííî, à ïåðâîå � íåò.

Â îáùåì ñëó÷àå, âûñêàçûâàòåëüíûå ôîðìû ìîãóò çàâèñåòü íå

îò îäíîé, à îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü P, Q � âûñêàçû-

âàòåëüíûå ôîðìû, à x1, x2, . . . , xn � âñå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå

õîòÿ áû â îäíó èç íèõ. Ãîâîðÿò, ÷òî âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà Q
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âûñêàçûâàòåëüíîé ôîðìû P (èç P ñëåäó-

åò Q ), åñëè ïðè âñÿêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn, ïðè
êîòîðûõ P ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È, âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà Q
òàêæå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È.

Ïðèìåðû. 3. Ïîêàæåì, ÷òî x2 + y2 6 1 ⇒ x > −2.

Äåéñòâèòåëüíî, ïàðà âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë (x, y) óäîâëåòâîðÿåò âûñêàçûâàòåëü-
íîé ôîðìå x2+y2 6 1, åñëè è òîëüêî åñëè
òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) ïðèíàäëåæèò
êðóãó ðàäèóñà 1 c öåíòðîì â íà÷àëå êîîð-
äèíàò. Äëÿ ëþáîé òàêîé ïàðû òî÷åê, åñòå-
ñòâåííî, x > −2.

-
x−2 1

6y



Çàäàíèå 12. Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå 73

Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, èç âñÿêîé òîæäåñòâåííî

ëîæíîé âûñêàçûâàòåëüíîé ôîðìû ñëåäóåò ëþáàÿ âûñêàçûâàòåëü-

íàÿ ôîðìà.

Èç îïðåäåëåíèé òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî ñëåäîâàíèå âûñêàçûâà-

òåëüíûõ ôîðì ñâÿçàíî ñâîåãî ðîäà îáðàòíûì ñîîòíîøåíèåì ñ âõîæ-

äåíèåì â äðóã äðóãà èõ ìíîæåñòâ èñòèííîñòè:

P (x) ⇒ Q(x),
åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî{

x
∣∣ P (x)

}
⊂

{
x
∣∣ Q(x)

}
.

12.2. Ðàâíîñèëüíûå âûñêàçûâàòåëüíûå ôîðìû. Äâà âû-

ñêàçûâàíèÿ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îíè îäíîâðåìåííî îáà

èñòèííû èëè îáà ëîæíû. Çàìåòèì, ÷òî âûñêàçûâàòåëüíûå ôîðìû

P è Q ðàâíîñèëüíû, åñëè îäíîâðåìåííî P ⇒ Q è Q ⇒ P. Åñëè P
è Q � ðàâíîñèëüíûå âûñêàçûâàòåëüíûå ôîðìû èëè âûñêàçûâàíèÿ,

òî ïèøóò:

P ⇔ Q.

Î÷åâèäíî, äâå âûñêàçûâàòåëüíûå ôîðìû ðàâíîñèëüíû äðóã äðóãó,

åñëè è òîëüêî åñëè, èõ ìíîæåñòâà èñòèííîñòè ðàâíû.

Â î ï ð î ñ û ä ë ÿ ñ à ì î ê î í ò ð î ë ÿ.

1) Ïóñòü A è B � âûñêàçûâàòåëüíûå ôîðìû, ïðè÷åì ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â êàêóþ ëèáî èç ýòèõ ôîðì, âñÿ-

êèé ðàç, êîãäà B ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È , ôîðìà A òàêæå ïðèíèìà-

åò çíà÷åíèå È . Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî îäíà èç ôîðì íàâåðíÿêà

ñëåäóåò èç äðóãîé? Êàêàÿ èìåííî?

2) Ïóñòü ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ ôîðìà

B ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Ë , âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà A òàêæå ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèå Ë . Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî îäíà èç ôîðì íà-

âåðíÿêà ñëåäóåò èç äðóãîé? Êàêàÿ èìåííî?

3) Ïóñòü ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ ôîðìà

B ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È , âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà A ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå Ë . Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íè îäíà èç ôîðì íå ñëåäóåò

èç äðóãîé?
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Óïðàæíåíèÿ

1. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó êàæäîå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé èñ-

òèííî:

(à) x = 3 ⇒ x2 − 7x+ 12 = 0;

(á) x > 6 ⇒ x2 − 7x+ 12 > 0;

(â) x2 < 1 ⇒ x < 2.

2. Îïðîâåðãíèòå ñëåäîâàíèÿ:

(à) |x| > 5 ⇒ x > 5; (á) x2 = 4x+5 ⇒ x2+10 = 7x;

(â) x2 < x+ 12 ⇒ x2 + x < 12.

3. Âûÿñíèòå, êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíû:

(à) x < 1 ⇒ |x| < 1; (á)
√
x > 2 ⇒ x > 4;

(â) log2 x > 1 ⇒ x > 1; (ã) x > 10 ⇒ log3 x > 0?

4. Êàêèå èç âûñêàçûâàòåëüíûõ ôîðì ñëåäóþò èç óñëîâèÿ

2x− 5

x− 2
> 4 :

(à) x2 − 8x+ 12 > 0; (á)
(x+ 3)(x− 7)

x− 3
6 0;

(â)
(x+ 4)(x− 3)

(x− 2)2
6 0; (ã) |x− 1| < |x− 3|?

5. Ñðåäè ïåðå÷èñëåííûõ âûñêàçûâàòåëüíûõ ôîðì íàéäèòå òå,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà
√
x− 3 > 1 :

(à) x2 − 3x+ 5 6 0; (á)
x− 5

8− x
> 0;

(â) log2(x− 2) > 1; (ã)
√
x+ 2 < x− 4?

6. Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(à)
x− 3

x− 2
> 0 ⇔ x2 − 5x− 6 > 0;

(á) x2 − 5x− 24 6 0 ⇔ x− 8

x+ 3
6 0;

(â)
√
x− 5 > 2 ⇔ log3 x > 2;
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(ã)
x− 5

x− 9
6 0 ⇔

√
x− 5 < 2.

Îòâåòû. 2. (à) Íàïðèìåð, åñëè x = −10, òî |x| = | − 10| =
10 > 5, îäíàêî x = −10 < 5; (á) íàïðèìåð, ïðè x = −1 âûñêàçû-

âàòåëüíàÿ ôîðìà x2 = 4x+5 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È , à x2+10 = 7x
� çíà÷åíèå Ë ; (â) íàïðèìåð, ïðè x = 3,5 íåðàâåíñòâî x2 < x+ 12
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå È , à íåðàâåíñòâî x2 + x < 12 � çíà÷åíèå Ë .

3. (á), (â), (ã). 4. (à), (â), (ã). 5. (à), (á), (â), (ã). 6. Èñòèííû

(â), (ã); ëîæíû (à), (á).


