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Çàäàíèå 1. Ìíîæåñòâî è åãî ýëåìåíòû

Ìíîæåñòâî � ýòî îäíî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòèêè, èñ-

ïîëüçóåìîå ïî÷òè âî âñåõ åå ðàçäåëàõ. Ñ åãî ïîìîùüþ ââîäÿòñÿ ìíî-

ãèå äðóãèå âàæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ. Ñàìî ïîíÿòèå ìíî-

æåñòâà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èñõîäíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòèêè, åìó íå

äàåòñÿ . ÿâíîå îïðåäåëåíèå.

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ñôîðìèðîâàëîñü â ìàòåìàòèêå XIX âåêà.

Ñîçäàòåëåì òåîðèè ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ãåîðã

Êàíòîð (1845�1918).

Ó÷åáíûå çàäà÷è

Îâëàäåòü òåðìèíàìè: ýëåìåíò, ìíîæåñòâî, ïóñòîå ìíî-

æåñòâî, ðàâíûå ìíîæåñòâà.

Íàó÷èòüñÿ: ðàñïîçíàâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, çàäàííîãî

ïåðå÷èñëåíèåì åãî ýëåìåíòîâ; ðàñïîçíàâàòü ðàâíûå ìíîæåñòâà.

Ïîçíàêîìèòüñÿ: ñî ñïîñîáîì äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà äâóõ

ìíîæåñòâ, à òàêæå ñî ñïîñîáîì îïðîâåðæåíèÿ ðàâåíñòâà äâóõ

ìíîæåñòâ.

Òåêñò äëÿ ÷òåíèÿ

1.1. Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà è ïîíÿòèå ýëåìåíòà ìíîæåñòâà.

Ïîä ìíîæåñòâîì ïîíèìàþò ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ, êîòîðàÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ êàê îäíî öåëîå. Â ìàòåìàòèêå èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå

ìíîæåñòâà: òå èëè èíûå ìíîæåñòâà ÷èñåë, ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà

ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð, òî÷åê, ïðÿìûõ, ìíîãî÷ëåíîâ, ôóíêöèé è

äðóãèå.

Îáúåêòû, âõîäÿùèå â ñîñòàâ ìíîæåñòâà, íàçûâàþòñÿ åãî ýëåìåí-

òàìè. Åñëè îáúåêò a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà

M, òî ïèøóò:

a ∈ M.

Ýòó çàïèñü ÷èòàþò:

� a åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà M �,

èëè æå

� a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M �,
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à òàêæå

�ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò ýëåìåíò a �.

Ïîñëåäíåå òàêæå çàïèñûâàþò:

M 3 a.

Áóêâà ∈ � çíàê ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà ìíîæåñòâó.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà a íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà M, ìîæ-
íî ïèñàòü:

a /∈ M èëè M 63 a.

Ïðèìåðû. 1. Ïóñòü A îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ÷�åòíûõ öåëûõ ÷èñåë.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû çàïèñè: 4 ∈ A, −2 ∈ A, 0 ∈ A, 3 /∈ A. Äåéñòâèòåëüíî,

öåëîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ÷�åòíûì, åñëè îíî äåëèòñÿ íà 2. ×èñëà 4, −2 è 0

äåëÿòñÿ íà 2, à âîò ÷èñëî 3 íà 2 íå äåëèòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ñàìî ìîæåò ñëóæèòü ýëåìåíòîì äðóãî-

ãî ìíîæåñòâà.

Ïðèìåðû. 2. Â ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè âñÿêàÿ ôèãóðà � ïðÿìàÿ, îêðóæ-

íîñòü, êðóã, ñôåðà è ò. ä. � åñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Ðàññìîòðèì ìíî-

æåñòâî âñåõ ïðÿìûõ ïëîñêîñòè. Åãî ýëåìåíòàìè ñëóæàò ïðÿìûå, ò. å. íåêîòîðûå

ìíîæåñòâà òî÷åê.

Ðóññêîå ñëîâî �ìíîæåñòâî� (ñìûñë êîòîðîãî: ìíîãîå) íå ñîâñåì

âåðíî ïåðåäàåò òî çíà÷åíèå, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí �ìíî-

æåñòâî� â ìàòåìàòèêå. Â ìàòåìàòèêå ýòèì òåðìèíîì îáîçíà÷àþò

ñîâîêóïíîñòü êàêèõ-ëèáî ýëåìåíòîâ, äàæå åñëè îíà ñîäåðæèò ýëå-

ìåíòîâ ñîâñåì ìàëî. Ðàññìàòðèâàþò äàæå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæà-

ùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà. Îíî íàçûâàåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì è

îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì ∅.

Ïðèìåðû. 3. Çàïèñü 1 ∈ ∅ âûðàæàåò íåâåðíîå óòâåðæäåíèå, ïîòîìó

÷òî 1 íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïóñòîãî ìíîæåñòâà (ïóñòîå ìíîæåñòâî íå èìååò

ýëåìåíòîâ).

1.2. Ðàâíûå ìíîæåñòâà. Äâà ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþò-

ñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ýëå-

ìåíòîì ìíîæåñòâà B, è, íàîáîðîò, êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò: A = B.
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Ïðàêòè÷åñêèå âûâîäû èç îïðåäåëåíèÿ. (1) Äëÿ òîãî, ÷òî-

áû äîêàçàòü, ÷òî äâà ìíîæåñòâà ðàâíû, ñëåäóåò äîêàçàòü äâà óòâåð-

æäåíèÿ: (à) êàæäûé ýëåìåíò ïåðâîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ òàêæå

è ýëåìåíòîì âòîðîãî; (á) êàæäûé ýëåìåíò âòîðîãî ìíîæåñòâà ñëó-

æèò òàêæå è ýëåìåíòîì ïåðâîãî ìíîæåñòâà.

(2) Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûå äâà ìíîæåñòâà íå

ðàâíû, äîñòàòî÷íî óêàçàòü òàêîé ýëåìåíò êàêîãî-ëèáî èç ýòèõ äâóõ

ìíîæåñòâ, êîòîðûé íå ïðèíàäëåæèò äðóãîìó èç íèõ.

Ïðèìåðû. 4. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ

êàê íà 2, òàê è íà 3. Ïóñòü B � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà

6. Òîãäà A = B. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè öåëîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 2 è íà 3, òî

îíî äåëèòñÿ è íà 6. Îáðàòíî, åñëè öåëîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 6, òî îíî òàêæå

äåëèòñÿ è íà 2, è íà 3.

5. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 2x−6 = 0 íå ðàâíî ìíîæåñòâó ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ x2 − 5x + 6 = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî 2, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì

âòîðîãî óðàâíåíèÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïåðâîãî.

6.Ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x2+x+2 = 0 â ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë ðàâíî ìíîæåñòâó ðåøåíèé íåðàâåíñòâà x2 − 3x + 3 < 0. Â ñàìîì

äåëå, êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà, ò. å. ÿâëÿåòñÿ

ïóñòûì. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ïåðâîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ

òàêæå è ýëåìåíòîì âòîðîãî ìíîæåñòâà, è îáðàòíî.

1.3. Çàäàíèå ìíîæåñòâà ïåðå÷èñëåíèåì åãî ýëåìåíòîâ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ðàâíûõ ìíîæåñòâ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî áóäåò çà-

äàíî, åñëè áóäóò óêàçàíû âñå åãî ýëåìåíòû. Èíîãäà óäàåòñÿ ïåðå÷èñ-

ëèòü (âûïèñàòü) âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçó-

þò ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî M ñîñòîèò

èç ýëåìåíòîâ 1, 2, 3, òî ïèøóò: M = {1; 2; 3}. Êàê âèäèì, ïàðà

ôèãóðíûõ ñêîáîê çäåñü çàìåíÿåò ñëîâåñíóþ êîíñòðóêöèþ �ìíîæå-

ñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ: . . . �

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè a1, a2, . . . , an � ýòî âñå ýëåìåíòû ìíîæå-

ñòâà A, òî ïèøóò: A = {a1; a2; . . . ; an} èëè A = {a1, a2, . . . , an}1.
1Âî èçáåæàíèè ïóòàíèöû, ïåðå÷èñëÿòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, îòäåëÿÿ èõ

äðóã îò äðóãà çàïÿòûìè, ñòîèò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â çàïèñÿõ ýòèõ ýëå-
ìåíòîâ íåò äåñÿòè÷íûõ äðîáåé.
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Çàïèñü

{a1; a2; . . . ; an}
ìîæíî ïðî÷èòàòü òàê:

�ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ a1, a2, è òàê äàëåå, an �,

èëè

�ìíîæåñòâî, âñåìè ýëåìåíòàìè êîòîðîãî, ñëóæàò a1, a2,
è òàê äàëåå, an �.

Ïðèìåðû. 7.Ìíîæåñòâà {1; 2; 3 } è {3; 1; 2} ðàâíû, ïîñêîëüêó ýòè ìíî-

æåñòâà ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ (êàæäûé ýëåìåíò ïåðâîãî èç ýòèõ

ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì è âòîðîãî, è îáðàòíî, êàæäûé ýëåìåíò âòîðîãî

ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïåðâîãî).

8. {1; 2; 3} = {1; 2; 2; 3}, ïîòîìó ÷òî ýòè ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç îäíèõ è

òåõ æå ýëåìåíòîâ.

Ìîæíî ñòðîèòü ðàçëè÷íûå, â òîì ÷èñëå è íåïðèâû÷íûå, ìíîæå-

ñòâà, ïðîñòî ïåðå÷èñëÿÿ èõ ýëåìåíòû.

Ïðèìåðû. 9. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S, êîòîðîå ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåí-

òîâ, îäèí èç êîòîðûõ åñòü 1, à äðóãîé � ìíîæåñòâî {2; 3}. Ïîëó÷èì çàïèñü:

S = {1; {2; 3}}. Çàìåòèì, ÷òî 2 /∈ S, 3 /∈ S, ïîñêîëüêó íè 2, íè 3 ýëåìåíòàìè

ìíîæåñòâà {1; {2; 3}} íå ÿâëÿþòñÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî {1; {2; 3}} 6= {1; 2; 3}.
Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ, à âòîðîå

� èç òðåõ.

10. Ìíîæåñòâà ∅ è {∅} ðàçëè÷íû: ïåðâîå èç íèõ � ïóñòîå ìíîæåñòâî, îíî

íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà; âòîðîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ â êà÷åñòâå åäèíñòâåí-

íîãî ýëåìåíòà ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ∅. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, çàïèñü ∅ ∈ {∅}
âûðàæàåò èñòèííîå óòâåðæäåíèå, à çàïèñü ∅ ∈ ∅ � ëîæíîå.

11. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S1, åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì êîòîðîãî ñëóæèò
1. Ïåðå÷èñëÿÿ ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà, ìû åãî çàïèøåì òàê: S1 = {1}. À òå-
ïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S2, ñîñòîÿùåå èç äâóõ ýëåìåíòîâ: 1 è S1. Ýòî
ìíîæåñòâî

S2 = {1; S1} = {1; {1}}.
Òàêèì îáðàçîì, âçÿâ èçíà÷àëüíî âñåãî îäèí ýëåìåíò 1, ìû ïîñòðîèëè äâóõ-

ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. Ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ïðîäîëæèòü è ïîëó÷èòü òðåõýëå-
ìåíòíîå ìíîæåñòâî

S3 = {1; S1; S2} =
{
1; {1},

{
1; {1}

}}
,
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÷åòûðåõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî

S4 = {1; S1; S2; S3} =
{
1; {1};

{
1; {1}

}
;
{
1; {1};

{
1; {1}

}}}
è ò. ä.

1.4. Êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Â ìàòåìàòèêå

èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà è ðàçëè÷-

íûå îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ñ íåêîòîðûìè èç íèõ

âû äîëæíû ïîçíàêîìèòüñÿ â äàëüíåéøèõ êóðñàõ. Èíòóèòèâíî, êî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî, ýòî ìíîæåñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ìîæíî

çàíóìåðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, íà÷èíàÿ

ñ 1 è çàêàí÷èâàÿ íåêîòîðûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì n (ò. å. ÷èñëàìè

1, 2, . . . , n). Ãîâîðÿò, â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî äàííîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò

ðîâíî n ýëåìåíòîâ è ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà

ðàâíî n.

Ïðèìåð. 12. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî {13; 2; 15; 43; a; b} ñî-

äåðæèò øåñòü ýëåìåíòîâ, ò. ê. åãî ýëåìåíòû ëåãêî çàíóìåðîâàòü ïîñëåäîâàòåëü-

íûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 6.

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîêà èìåííî ýòèì ïðåäñòàâëåíèåì î êî-

íå÷íîì ìíîæåñòâå. Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî � ýòî ìíîæåñòâî, íå

ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì.

Íåâîçìîæíî âûïèñàòü âñå ýëåìåíòû áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.

Äà è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî êîíå÷íî, òî âûïèñàòü ïðàê-

òè÷åñêè âñå åãî ýëåìåíòû ìû ñìîæåì äàëåêî íå âñåãäà. Âåäü ñó-

ùåñòâóþò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ñî ñòîëü ãðîìàäíûì ÷èñëîì ýëåìåí-

òîâ, ÷òî ïåðå÷èñëåíèå èõ ìîæåò çàíÿòü ñêîëüêî óãîäíî òûñÿ÷, à òî è

ìèëëèàðäîâ òûñÿ÷ ëåò! Ïîýòîìó íóæíû è äðóãèå ñïîñîáû çàäàíèÿ

ìíîæåñòâà, íå ñâîäÿùèåñÿ ê ïåðå÷èñëåíèþ âñåõ åãî ýëåìåíòîâ.

Â î ï ð î ñ û ä ë ÿ ñ à ì î ê î í ò ð î ë ÿ.

1) Ïðî÷òèòå çàïèñü � x ∈ X �.

2) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ∅ ∈ ∅?

3) Òðåáîâàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà M1 è M2 ðàâíû. Ñòó-

äåíò äîêàçàë, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà M1 ÿâëÿåòñÿ òàêæå

è ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà M2. Ïîñëå ýòîãî îí íàïèñàë �÷. ò. ä.�. Â

÷åì åãî îøèáêà?

4) Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ìíîæåñòâî {{1; 2; 3}}?
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Óïðàæíåíèÿ

1. Ýëåìåíòîì êàêèõ èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ñëóæèò 1:

(à) {7; 3; 6; 2; 4; 5; 0}; (á) {9; 7; 5; 4; 8; 1; 3};

(â)
{
{1; 12}; {2; 13}; {3; 9}; {4; 10}; {5; 10}

}
;

(ã)
{
2; {1}; {2}; 3; 4; {5}; 5

}
?

2. Êàêèå èç óòâåðæäåíèé âåðíû:

(à) {2; 3} ∈ {7; 6; 5; 4; 3; 2; 1; 0};

(á) {2; 3} ∈
{
{4}; {2; 4}; {2}; {3}; 2; 3; {1; 2}

}
;

(â)
{
2; 3} ∈ {7; 5; 3; {3; 2}; {2; 6}

}
;

(ã) {2; 3} ∈
{
{1}; {2; 3; 4}; 2; {2; 4}

}
.

3. Çàäàéòå ìíîæåñòâî â ñèìâîëüíîé ôîðìå ïåðå÷èñëåíèåì åãî

ýëåìåíòîâ, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ñëóæàò:

(à) ÷èñëî 1, ÷èñëî 2 è ìíîæåñòîâî {1; 2} ;

(á) áóêâà a, áóêâà b è ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç áóêâ a è b ;

(â) ÷èñëî 1, áóêâà f, è ïóñòîå ìíîæåñòâî;

(ã) îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòîì êîòîðîãî ñëóæèò

ïóñòîå ìíîæåñòâî, äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ÷èñåë

0 è 1, îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòîì êîòîðîãî ñëóæèò ÷èñ-

ëî 0.

4. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ìíîæåñòâî:

(à) {1; 2; 2; 3; 4};
(á)

{
0; {0}

}
;

(â)
{
0; 1; {0}; {1}; {0; 1}

}
.

5. Íàéäèòå ñðåäè ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé èñòèííûå:

(à) 0 ∈ ∅; (á) ∅ ∈ {∅}; (â) ∅ ∈ ∅; (ã) ∅ ∈ {0}.

6. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ âûïîëíåíû:

(à) {0; 1; 2; 3; 4} = {2; 4; 0; 3; 0; 2; 1};

(á)
{
1; 3; 5; 7

}
=

{
1; 3; {5; 7}

}
;
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(â)
{
{2}; 4; 6; 8

}
=

{
8; 6; 4; 2

}
;

(ã)
{
1; 3; 5; 7

}
=

{
{1; 3; 5; 7}

}
.

Îòâåòû. 1. (á). 2. (â). 3. (à)
{
1; 2; {1; 2}

}
; (á)

{
a; b; {a; b}

}
;

(â) {1; f ; ∅}; (ã)
{
{∅}; {0; 1}; {0}

}
. 4. (à) 4; (á) 2; (â) 5.

5. (á). 6. (à).


